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TEMA 3 Filtros!

3.1 Introduccion

En ocasiones, las sefiales de interés estan mezcladas con otras sefiales y no es posible distinguirlas o
separarlas por medio de analisis basados en técnicas temporales. La separacion de sefiales atendiendo a su
distribucion frecuencial es una técnica muy comun en procesado de sefial. La técnica consiste en cancelar
o atenuar unas zonas frecuenciales determinadas donde la sefial deseada no existe y dejar pasar aquellas
frecuencias en que la sefial deseada tiene su contenido frecuencial. Esta técnica es utilizada en
aplicaciones tan diversas como:

Mejora de calidad de sefales ruidosas: El andlisis frecuencial de sefiales contaminadas con ruido
permite disminuir el ruido que esté fuera de la banda de interés.

Multiplexado en frecuencia: En sistemas de comunicacion (radio, TV) es habitual transmitir distintos
canales por el mismo medio de comunicacion y cada canal ocupa una banda de frecuencias distinta a
las demas. Los desmultiplexadores seleccionan el canal deseado por medio de un filtro sintonizado a la
frecuencia de la banda de interés, separandolo del resto de canales. Posteriormente se procede a su
demodulacion.
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Figura 3-1 Ejemplos de sefiales en el dominio a) temporal y b) frecuencial. La fila superior y media son
dos sefales de igual ancho de banda. La fila inferior muestra las sefiales después de pasar por un
multiplexador frecuencial

Figura 3-1 muestra distintas formas de onda (izquierda) y sus transformadas de Fourier (derecha) de un
proceso de multiplexacion. Las filas superior y media contienen las sefiales a multiplexar, ambas de banda
limitada a 50Hz. Cada seial se traslada a la frecuencia de su portadora, que en este caso es de 70 Hz para
la primera sefial y de 210 Hz para la segunda seial. La fila inferior muestra la forma de onda de la sefial
resultante y su transformada de Fourier. La primera etapa del desmultiplexador consiste en seleccionar y

! Agradezco a los profesores de la asignatura y a Eduard Benasques sus correcciones y comentarios.
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separar una de las dos sefiales mediante un filtro centrado a la frecuencia de su portadora. Posteriormente
se procedera a su demodulacion, es decir a recuperar la sefial original.

La teoria clasica de disefio de filtros en el dominio de la frecuencia tiene como objetivo disefiar filtros
cuya transformada de Laplace pueda expresarse por medio de una funcion racional polinémica de forma
que se asegure la realizabilidad de los mismos: filtros reales, causales y estables. Tradicionalmente, hay
cuatro tipos de filtros que se utilizan en el disefio: Butterworth, Chebychev, Inverso de Chebychev y
Eliptico. Cumplen las propiedades de realizabilidad y son técnicamente implementables con cierta
facilidad.

En este capitulo nos centraremos en el disefio de filtros a partir de especificaciones en el dominio de la
frecuencia. No entraremos en el disefio completo, esto es, a partir de unas especificaciones en el dominio
de la frecuencia, diseflar completamente la transformada de Laplace del filtro y posibles
implementaciones, sino que nos centraremos en el disefio de los filtros antes mencionados basandonos en
su respuesta frecuencial. El tema incluye el estudio y discusion de la respuesta frecuencial de los filtros
antes mencionados y su comparacion. Para un curso basico de sefiales y sistemas, este contenido es
suficiente como introduccién al disefio de filtros y se deja al lector que profundice en los temas que sean
mas relevantes con la abundante bibliografia que existe sobre el tema y los programas de disefio
disponibles.

En este capitulo definiremos el concepto de distorsion, aprenderemos a especificar un filtro en el dominio
de la frecuencia, estudiaremos varios tipos de filtros realizables que pueden ser disefiados de forma que
cumplan una plantilla de especificaciones en el dominio frecuencial y finalmente estudiaremos el efecto
del filtro disefiado sobre la sefial deseada.

3.2 Distorsién

Supongamos dos sefiales, x(t) e y(t). Diremos que la sefial y(t) no tiene distorsion respecto a x(t) si

y () = A x(t-t) (3.1

Es decir, si la amplitud de la sefial esta amplificada o atenuada, y/o ha sufrido un retardo, la sefial y(t) no
esta distorsionada respecto a x(t). La respuesta frecuencial de un sistema sin distorsion sera por tanto:

H(f) = A exp(-j2nfto) (3.2)

Y esta ecuacion se debe cumplir en todo el ancho de banda de la sefial x(t). En otras palabras, un sistema
lineal e invariante no distorsiona si su modulo es constante y su fase lineal en el ancho de banda de
interés.

Distorsion lineal de amplitud:
Un sistema Lineal e Invariante presenta distorsion lineal de amplitud si, dentro de la banda de la sefal

x(t),
()| #cte (3.3)

Distorsidn lineal de fase:
Un sistema Lineal e Invariante presenta distorsion lineal de fase si, dentro de la banda de la sefial x(t),

Arg [H(D)] #-2nft, (3.4)

Distorsidn no lineal:
Un sistema presenta distorsion no lineal cuando no es lineal e invariante, por ejemplo, sistema en
saturacion, sistema con relacion entrada-salida cuadratico etc.
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EJEMPLO 3-1

Suponga que la sefial
x(t) = a; cos(2nf|t) + a; cos(2nfit) + a3 cos(2nfst)

pasa a través de un sistema LI con médulo constante |H(f)| = 1 y fase
a) O(f)=-2=fty

b) O(f)=-n/2 sgn(f)
Halle la salida y(t) en cada caso

Segtn vimos en el capitulo anterior, la salida sera:

y(t) = [H(f))| a; cosnfit+D(f)) ) + [H(F)| ay cos(2nft+D(f,)) + [H(f3)| a3 cos(2nf3t+D(f3))

Sustituyendo los valores del filtro:
Y y(t) = a; cosQnfit+2nfity) + a, cosnhit+2nfHt)) + a3 cos(2nfzt+2nfity) =
= a; cos(2nfi(t-tp)) + a, cos(2nfy(t-ty)) + a3 cos(2nf;(t-ty))=
=X(t-to)
Vemos que cada sinusoide sufre el mismo retardo.
b)
y(t) = a; cos(2rnfit-n/2) + a cos(2nfrt-n/2) + a; cos(2nfst-n/2) =

= a; sen(2nfit) + a, sen(2nfrt) + a3 sen(2nfit)

Lol

Figura 3-2 Efecto de la fase sobre una sefial de entrada a un filtro. a) original, b) salida de un filtro con fase
lineal, c) salida de un filtro con fase constante

3.3 Definicion de filtros ideales

Un filtro con h(t) real es ideal si:

[H(f)|=1 en la_banda de paso

[H(f)|=0 en la banda atenuada
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Oy(f)= —2naf en la banda de paso

Los filtros tipicos con los que trabajaremos son:

A
L4 HOI
Paso bajo
» f
'fc fc
L4 HO)
Paso alto
» f
P
L4 HO
Paso banda
» f
'fcz 'fcl | fcl fcz
A
L4 HOI
Banda eliminada
> f
'fc2 'fcl fcl fCZ

Figura 3-3 Filtros ideales

Un filtro muy especial es el filtro pasa todo. Su médulo es constante y la fase se calcula para corregir
distorsiones de fase producidas por otros filtros o elementos.

4 [HOI

Pasa todo

» f

Figura 3-4 Filtro pasa todo. Mddulo de la respuesta frecuencial.

EJEMPLO 3-2

Hallar la respuesta impulsional de un filtro paso bajo ideal.

1 osi [fl<f,
[H(f) = ] 1

Oy(H=0

Tomando transformada inversa:

h(t) =2 f,sinc(2f.t)
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La funcion h(t) no corresponde a un filtro causal ya que h(t) # 0 para t < 0, por tanto el filtro paso bajo
ideal no es realizable.

EJEMPLO 3-3

Una posible forma de realizar un filtro causal a partir de un filtro ideal, es enventanando su respuesta
impulsional en la zona de mayor contenido energético y retardandola. Compruebe que en el dominio
transformado la respuesta frecuencial del filtro resultante presentara rizado.

Si la respuesta impulsional del filtro del ejemplo 3-2 la enventanamos por un pulso rectangular de
duracion T segundos, y la desplazamos para que sea causal

h, (t):h(t—T/z)H[t_I/zj

HT(f)= [H(f)*T SiHC(fT)]eij”fT/Q

_ f) 1 si[f]<f,
H(f)_H(EJ_{o si [f]>f,

La respuesta frecuencial sera

Dado que el filtro H(f) es:

IA

Al convolucionar con la sinc(fT) aparecera rizado, tanto en la zona en la que el filtro H(f) es cero como en
la zona en que el filtro vale 1.

En el ejemplo 3.2. hemos comprobado que un filtro paso bajo ideal no es causal. El mismo razonamiento
puede aplicarse a los demas filtros ideales. Para que los filtros sean realizables, debemos asegurarnos de
que los filtros disefiados son reales, causales y estables. Por esta razon, las especificaciones de disefio de
los filtros no pueden corresponder a filtros ideales y se deben permitir tolerancias.

En concreto, para un filtro paso bajo, definimos las distintas bandas del filtro:

Banda de paso 1-6,<| H(f)| < 146, 0 <] <|fy
Banda atenuada 0<|H®f)| < da If] > f,
Banda de transicion f,<[f|<f,

Las definiciones son analogas para los demas tipos de filtros representados en la Figura 3-3
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Banda atenuada Banda de paso Banda atenuada
¥ ) %f—p—’ N\ J
Y

Y
Banda de transicion

Figura 3-5 Tolerancias.

3.4 Atenuacion o(f) (dB).

Se define la atenuaciéon como:

a(f)=101log |HH(%;|2 3.5)

Esta relacionada con el médulo del filtro que queremos disefiar. La escala logaritmica es mas apropiada
para especificar filtros y permite una mejor visualizacion de la banda atenuada.

Definiciones:
Ceros de atenuacion: Frecuencias fp; a las que a(fy;) = 0 o de forma equivalente [H(fy;)| = Hinax
Ceros de transmision: Frecuencias f,; las que o(f.,;) = o o de forma equivalente [H(f,;)| = 0

Orden del filtro= ntimero de ceros de atenuacion = namero de ceros de transmision.

3.5 La plantilla de especificaciones

El primer paso a realizar en el disefio de un filtro es especificar las bandas de paso, las bandas de
transicion y las bandas atenuadas asi como las tolerancias en cada banda que debe tener el filtro a disefiar.
Habitualmente estas tolerancias se especifican decibelios por medio de la funcidén de atenuacion. La
relacion entre las tolerancias del apartado 3.3 y la atenuacion au(f) para un filtro paso bajo es la siguiente:

+
Banda de paso a(f)y<a, =20log
1-6,
+4,
Banda atenuada a(f)y>a, =20log 5 [f] > f,

a

<1,
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Banda de transicion f, <|f|<f,

La representacion de estos datos en un plano se denomina “La plantilla de especificaciones”. La plantilla
muestra graficamente las bandas de paso, bandas de transicion y bandas atenuadas y los valores maximos
de atenuacion en las bandas de paso y los valores minimos de atenuacion en las bandas atenuadas. En la
Figura 3-6 se se muestra la plantilla de especificaciones de un filtro paso bajo. En este caso hay una tnica
banda de paso (|f|] < f,) en donde la atenuacion maxima permitida es o, y una banda atenuada (|f| > f,)
donde la atenuacion minima es a,. Se representa unicamente el margen de frecuencias positivas ya que,
por ser filtros reales, el modulo de la respuesta frecuencial tiene simetria par. En trazo continuo se
muestra la funcion de atenuacion de un filtro que cumple la plantilla.

a(f)4

p /\
_fp fp fa

Banda de paso Banda atenuada
H_L/ \ )
Y

Banda de transicién

v

Figura 3-6 Plantilla de especificaciones de un filtro paso bajo. Se representa inicamente la zona de
frecuencias positivas.

3.,5.1  Selectividad
Se define la selectividad de un filtro

K, =—% (3.6)

Siempre es inferior a 1 para un paso bajo
Notese que es cociente entre frecuencias y no su diferencia. Una normalizacion del eje frecuencial no
afecta al parametro de selectividad

K, proximo a 1 indica un filtro MUY selectivo

K, proximo a 0 indica un filtro POCO selectivo

3.5.2  Discriminacién
Se define la discriminacién de un filtro
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ap /10 _
K, = 10 /1 1
Vi0e -1
3.7
Siempre es inferior a uno.

K4 proximo a 1 indica un filtro POCO discriminante, oi,~ot,
K4 proximo a 0 indica un filtro MUY discriminante, o,,>>a,

2
max

Un factor de ganancia en el filtro no afecta a Ky ya que a(f) no varia por estar el cociente | | >
H(f)

cn su

definicion.
Veremos la influencia directa de k, y kq en el disefio de los filtros

3.6  Disefio de filtros. Transformada de Laplace.

Como hemos mencionado en la introduccion del tema, el objetivo de este capitulo es el disefio de filtros
reales, causales y estables por medio de especificaciones en el dominio de la frecuencia. Vamos a disefiar
filtros clasicos y estudiaremos su comportamiento frecuencial. No entraremos en cuestiones tecnologicas
de implementacion.

Los filtros que vamos a ver en este capitulo tienen todos una transformada de Laplace H(s) racional. A
partir de la respuesta frecuencial, la transformada de Laplace puede hallarse mediante el siguiente
procedimiento.

Por ser h(t) real, H(f) es hermitica con lo que

HCOP = H(DH * () =H(DHH(-T) 59)

y la transformada de Laplace cumplira la relacion

2
H (S)H (_S) =H ( f )H (_ f )|f:s/j27r = |H ( f )| |f2:—sz/27r (39)
Una vez obtenido H(s) H(-s), hay que identificar los ceros y polos de H(s) y los de H(-s). Para ello, se
descompone el numerador y el denominador de H(s)H(-s) en funcién de sus raices.

H(S_Zi)

H(s)H(-s) =k ————

H(s—pi)

Para que el filtro sea real, los ceros y los polos de H(s) seran reales o estaran en pares complejos
conjugados; para que sea estable, los polos de H(s) estaran en el semiplano izquierdo. H(s) estara formada
por todos los polos p; del semiplano izquierdo, la mitad de los ceros reales y la mitad de los ceros
complejos, siempre tomados en pares complejos conjugados.

(3.10)

.El ejemplo 3-4 muestra un ejemplo concreto para obtener H(f) y h(t) de H(s) y el ejemplo 3-5 muestra
un procedimiento para obtener H(s) a partir del médulo de su respuesta frecuencial. Ambos métodos
muestran la metodologia que se aplicara en el resto del capitulo sin pretender ser ejemplos totalmente
generales.
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EJEMPLO 3-4

H | P
(s—p)s—p")

: : : _ i37/4
frecuencial y la respuesta impulsional con p =w,e

Sea la transformada de Laplace H(s)= . Hallar el médulo y la fase de la respuesta

Para obtener la respuesta frecuencial, desarrollamos el producto del denominador

Hmax p|2
s> —2Re[pls+ | p [

NG

Sustituyendo los valores para p = w,e** = w, 7(_1 + j) tenemos

H(s) =

2

H(s): HmaxWC
2 \/_ 2
ST +V2W S+ W,

La respuesta frecuencial se obtiene sustituyendo s=j2nf

H_f’ H

H(f)=H(S)| i _ max ' C — max
A E WO :

) e

f

c

De donde obtenemos

H2 V2 f/f
—max Arg[H(f)]= -arctg ————¢
Y rg[H(f)] = -arc gl_(f/fc)2

La respuesta impulsional se obtiene a partir de la descomposicion en fracciones simples de H(s)

HCO =

A A*
+

s-p s-p*

y sustituyendo los valores de p y p*

H(s)= con A=H(E)s- P,

A — HmaxWC efjﬂ/Z
V2
De donde

H(S)Z — JHmach /\/E-i- JHmach /\/E
sS—p S—p*

Tomando transformada inversa de Laplace

h(t) =[Ae™ + A*eP Ju(t) =+v2H _ w,e "> cos(zv/2 f.t— 7/ 2)u(t)

max

EJEMPLO 3-5

Hallar la transformada de Laplace de un filtro real y estable cuyo moédulo de su respuesta frecuencial es
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H 2
MO =g
I+
( fe j
Sustituyendo en (3.9) obtenemos H(s) H(-s)
H 2 H 2 W 4
HOHEs) =[H(D[| | | = = e e
fi=—s"/27 f Wc +S
I+ —
fC f2=—s?/27

Las raices del denominador de H(s)H(-s) son
5, = Wc4/_1 _ chj/r/4ej27zi/4
y las correspondientes a H(s) seran las del semiplano izquierdo p; ,=w.e™*™*
H_w

H — max C
&= -

3.7 Filtro de Butterworth .

El filtro de Butterworth tiene como respuesta frecuencial:

j
1+(J
f
c (3.11)
2 2n
a(f):IOIOgL“Z:IOIOg 1+[LJ
[H(P)| fe

Y la atenuacion es

(3.12)

Analisis de la respuesta frecuencial

Comportamiento: Debido a la variacién con " en el denominador, la funcién es monétona decreciente.

Origen: |H(0)| =H_, Ademas, el filtro es maximalmente plano en el origen, es decir, el modulo de la

respuesta frecuencial tiene n derivadas nulas en el origen

Ancho de banda a 3dB Bgsgg: El ancho de banda a 3dB es la frecuencia a la que la atenuacion vale 3 dB

(Byg) =10log(1+ (Byys / f,)™") = 3dB
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fc
B3dB = L N/2n f

(IR ) R (3.13)

Una atenuacion de 3dB implica que el médulo al cuadrado de la respuesta frecuencial se ha reducido a la
mitad

1
‘H(B3dB)‘2 ZEHriax

Orden: Esta relacionado con la complejidad en la implementacion del filtro. En (3.11) el orden de |H(f)
es el grado del polinomio del denominador, 2n. Por consiguiente, el orden del filtro H(f) es n.

Atenuacion asintética:
La funcion de atenuacion del filtro es

) 2n
a(f)=101log Hma"z =101log 1+(LJ
[H(f)| f.

a(f)=20nlog(f)

Paraf—> o

Al doblar la frecuencia (una octava), la atenuacion aumenta

a2f)—a(f)=20nlog(2f)—20nlog(f)=20nlog(2)=6ndB

Atenuacion asintotica: 6n db/octava (3.14)

Transformada de Laplace

De forma analoga a lo descrito en el Ejemplo 3-5 podemos obtener H(s) a partir de la expresion (3.9)

H2
HOOP =
1+(fj
c (3.11)
H 2 H2 w*"
H(s)H(—s):\H(f)\z = e = pmele
f2=—52/21 - i Wc +(_1) S
fC 2 2
fo=—s" /27

Con W= 27,

Las raices del denominador se hallan igualando el denominador a cero
2n na2n
W, +(=1)"s7=0

Para n impar
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w2 —sT =
s, = 21w, = w_ei2/n i=0,...2n-1
Plano S Plano S
n=3 n=5
U < T
Ao i ;
% % —% ; %
. x, x
Lo S X RE 2 I
a) b)
Figura 3-7 Lugar geométrico de las raices de H(s)H(-s) de un filtro de Butterworth de orden impar.
a) n=3, b) n=5
Para n par
w52 =0
s, = 0—1w, =w_el"/?gl*A/n i=0,..20-1
Plano S Plano S
n=2 n=4
e, i x.
7 3 R ¥
A TR Lo x7
a) b)
Figura 3-8 Lugar geométrico de las raices de H(s)H(-s) de un filtro de Butterworth de orden par.
a) n=2, b) n=4

Las raices estan situadas en una circunferencia de radio w.. Las correspondientes a H(s) son las n raices
del semiplano izquierdo. Noétese que si n es impar, una de las raices es real

EJEMPLO 3-6

Hallar la H(s) de los filtros de Butterworth de orden n=1,2y 3

Como se ha visto anteriormente la expresion analitica de las raices es
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o = WA =w,el/?"el*#2"  paran par
Y w A = w e para nimpar

n=1
H(s) tiene una unica raiz en el semiplano izquierdo: s;= -w,

H w
H (S) — max Cc
S+ W,

n=2

; . . . i3z/4
Las raices del semiplano izquierdo son S, = chJ Ty,

*

2 2 2
H maxWc H max WC

H maxW
H (s)

C(s-8,)(s-57)  s®—2Re[s,Is+[s, 1 8% +-2w,5+w?

n=3

, . L j27/3  _*
Las raices del semiplano izquierdo son S, = chJ sy y Se=-W

H max f H mafo
H (S) = - = 5 5 =
(5—5,)(5—5,)(5—5S;) (S+W,)(s" —2Re[s,]s+]s, |")
H maij H maij

CSHW)(STHWS+WY) (57 +2w, ST +2wis + W)

Representacion del filtro de Butterworth en médulo, fase y respuesta impulsional

La Figura 3-9 compara el moédulo de la respuesta frecuencial (en dB) con B;;=30Hz y la fase de filtros
de Butterworth de 6rdenesn=2,4,6y 8

10 T T T T T T T T 0

0
-100

-10 1 n=2
-200
20 - -+t PAaN - N L
@ 30 1 n=4 =30
= I z
A N T R R B [N I R 2
L 40 | < 400
I I —
50 | | S n_6 |
I I i -500 4
601 n=2 I I | |
——n=4 | | | | | |
—n=6 I I I I I n=8 -600 B
A ol IR S B i il it el il |
| I I I I I
1 1 1 1
A

T
-80 1 1 1 1 1 -700
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0 10 20
f ~ lineal f
4—
a) b)
Figura 3-9 a) Modulo y b) fase de la respuesta frecuencial en dB de filtros de Butterworth. Todos los
filtros tienen B3;gg =30 Hz y los o6rdenes sonn=2,4, 6y 8.

La fase del filtro de Butterworth es aproximadamente lineal en la banda de paso del filtro. La Figura 3-10
muestra la respuesta impulsional del filtro de Butterworth de orden 4 cuyos moédulo y fase estan
representados en la Figura 3-9.



Tema 3. Filtros v2.3 02/09/2009 16

100

80

60

20

-20
0

Figura 3-10 Respuesta impulsional de un filtro de Butterworth de orden 4. El mddulo y la fase estan
representados en la Figura 3-9.

EJEMPLO 3-7

Relacione la fase de la respuesta impulsional de un filtro de Butterworth de orden 4 con la posicion del
maximo absoluto de su respuesta impulsional.

Se puede demostrar que un filtro de modulo constante y fase lineal ¢(f) = -2nfty tiene una respuesta
impulsional con simetria par respecto a un eje de simetria situado en t, y presenta su valor maximo en t.
Por debajo de la frecuencia Bsgp, el filtro de Butterworth es aproximadamente lineal. Para calcular la
pendiente, medimos, en la Figura 3-9 b) el valor de la fase en =20 Hz Sea ¢(20) = -90° (-n/2radianes)

Sustituyendo estos valores en la expresion de la fase y despejando

o(f) = -2rfty
-1t/2=-27 20 t,
t;=1/80=0.015 seg

Este valor coincide con el valor del pico absoluto de la respuesta impulsional mostrada en la Figura 3-10.
Aproxima un eje de simetria de la respuesta impulsional que seria el que se obtendria con un filtro de fase
lineal exacta

3.7.1 Filtro de Butterworth y plantilla de especificaciones.

Para disefiar un filtro de Butterworth adecuado a un problema determinado, hace falta definir (3.11) los
parametros f. y n. A continuacion se muestran las dos formas mas habituales de especificar el filtro.

a) Disefio a partir de (a.=3dB, f., atenuacién asintdtica)

Una forma habitual de especificar una plantilla de especificaciones es mediante el ancho de banda a
3dBs, y la atenuacion asintdtica en dB/octava. Hemos demostrado que f, coincide con el ancho de banda a
3dB (3.13) y el orden n sera el entero menor que cumpla (3.15)

n > (atenuacion asintotica especificada/6) (3.15)

b) Disefio a partir de (a, fp, o, £.)
Otra forma de definir un filtro de Butterworth es a partir de la plantilla de especificaciones general (f,, o,
f,, a,). En este caso el disefio se realiza segun se explica a continuacion.

En toda la banda de paso la atenuacion debe ser menor que o,
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2n
1010g[1+(fLJ ]Sap f<f, (3.16)

En toda la banda atenuada, la atenuacion debe ser mayor que o,

2n
1010;{1—1—(%) JZaa f>f, 3.17)

Por ser la funciéon mondtona decreciente, si la ecuacion (3.16) se cumple en un extremo de la banda de
paso, se cumple para todas las frecuencias de la banda de paso, por tanto (3.16) es equivalente a

f 2n
101log 1+(f—"J <a, (3.18)

C
y despejando
£ < £ 2™~ (3.19)

Por ser la funciébn monédtona decreciente, si la ecuacion (3.17) se cumple en un extremo de la banda
atenuada, se cumple para todas las frecuencias de la banda atenuada, por tanto (3.17) es equivalente a

2n
f
10 log{l +(f_aJ J >a, (3.20)

f20 > £27(10%" 1) (3.21)

Y despejando

Dividiendo (3.19) y (3.21)

l n 3 (loap/lo 1)
f, ) (10%""" -1 (3.22)
Identificando las constantes de discriminacion y selectividad, la ecuacion queda:

2n 2
k2 <k

Y despejando n

n>|logks nez (3.23)
logk,

El cambio en el signo de la desigualad es debido al hecho de que al tomar logaritmos, por ser k, <1y k4 <
1, los logaritmos son niimeros negativos.

Una vez determinado n, el parametro f_ puede hallarse especificando un punto concreto de la curva de
atenuacion. Si decidimos, por ejemplo, que el filtro cumpla (3.16) con signo de igualdad en f = fp

f2n 1/2n
p
f, :[—10%”0 _1] (3.24)
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EJEMPLO 3-8

Disefiar un filtro de Butterworth que cumpla la siguiente plantilla de especificaciones: o,=1dB,
f,=20KHz, 0,=20dB, f, =60KHz

Buscamos en primer lugar las constantes de selectividad y discriminacion:

f,  2010°
k,=—>= -=0.333
f, 6010
1/2
10701 _1
kd &S {W] — 0051
El orden del filtro sera
log(k
n>oeke) _, 5
log(ks )

Y para que el orden sea el menor posible elegimos el entero inmediato superior n=3

Una vez obtenido el orden, podemos encontrar f; ajustando un punto concreto de la curva a la plantilla.
Elegimos que la curva pase por el punto (f,, a,,) y obtenemos, sustituyendo en (3.24)

f2n 1/2n
fo =| —=—| =25.051KHz
1077 —1

3.8  Filtro de Chebychev:

El filtro de Chebychev tiene una respuesta frecuencial

2
H(Df = — o (3.25)

1+ ssz[f]
fo

Donde C,(x) son los polinomios de Chebychev de orden n.

Los polinomios de Chebychev se definen:

cos(n arccos(X)) | X1

C,(x) = { (3.26)

cosh(n arccosh(x)) |x[>1

Los polinomios de Chebychev cumplen la recursion
Co(x)=1
Ci(x)=x
Ca(x) = 2x Cy1(x)- Coa(x)

Entre las caracteristicas de C, (X) cabe mencionar que son

e Polinomios de orden n

e Sin es par, se desarrolla en términos de potencias pares

e Sin es impar, se desarrolla en términos de potencias impares
e Todas sus raices se encuentran en el intervalo [x| <1
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Presentan rizado de amplitud constante para |x| <1
Son monoétono (creciente o decreciente) para [x| >1.

c B 0 nimpar
En el origen, ~n (0)= (-D"?  npar

Clm=1
. Ci-D=(D"

2
La figura representa Ca () para distintos valores de n. Por estar elevado al cuadrado, los polinomios son

pares y por tanto presenta simetria par.

n=

Iz \s

Figura 3-11 Polinomios de Chebychev. Se representa el valor de los polinomios al cuadrado para drdenes
n=0,1,2,3y4

La funcion de atenuacion del filtro es

HZ
a(f)=1010g$"2=1010g[1+52C§[—D (3.27)
[H() b

Analisis

Comportamiento: Debido a las propiedades de los polinomios de Chebychev, la respuesta frecuencial de
los filtros de Chebychev [H(f)|* presenta rizado constante en la banda de paso (/f] < fp) y es mondtona
decreciente para [f] > f,,

2

. . . H .
Origen: [H(0]) = H.x sin es impar y | H(0) | (lﬂJ sin es par
.y

3

Orden: Es n, el grado del polinomio de Chebychev en (3.25).

Atenuacion asintdtica:
Por ser C, un polinomio de Chebychev de orden n, para f > o
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a(f)=20nlog(f)

Al doblar la frecuencia (una octava), la atenuacion aumenta

a2f))—a(f,)=20nlog(2f,)—-20nlog(f,)=20nlog(2) =6ndB/octava

Transformada de Laplace

(3.28)

De forma analoga a lo descrito en el Ejemplo 3-5 podemos obtener H(s) a partir de la expresion (3.9)

2
HEHE9) =HHOHED) L =HEO .,
H2
1+&°C; r
fp 2 2
fe=—s"/2x

Las raices del polinomio del denominador tienen la expresion general

W, 1 LW, 1
S; =——(1=—)cos G, + j—(1+—)send,
2 r 2 r

con
7 LT i=0,1,---n-1
2 2n n

Las raices estan situadas en una elipse de radio mayor ey y radio menor ey,

1
€m :a)p(l__)
r

ey = a)p(1+l)
r

Las correspondientes a H(s) son las n raices del semiplano izquierdo. Nétese que si n es impar, una de las

raices es real

Representacion del filtro de Chebychev en moédulo, fase vy respuesta impulsional

10
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Figura 3-12 a) Moddulo y b) fase de la respuesta frecuencial en dB de filtros de Chebychev. Todos los
filtros tienen los mismos pardmetros € y f,y los 6érdenes sonn=2,4, 6y 8.

=]
=
o
~ 9
N
o
N
a
o
w
o
P m—
a
o
IS

Figura 3-13. Respuesta impulsional de un filtro de Chebychev de orden 4. El mddulo y la fase estan
representados en la Figura 3-12.

La Figura 3-12 muestra a) el modulo y b) la fase de la respuesta frecuencial de los filtros de Chebychev
de 6rdenes n =2, 4, 6 y 8. Se representan en las mismas escalas que los filtros de Butterworth de la Figura
3-9 para facilitar la comparacion.

3.8.1 Filtro de Chebychev y plantilla de especificaciones.

Disefio a partir de (e, f,, atenuacion asintética)
El disefio de un filtro de Chebychev a partir de una plantilla de especificaciones puede realizarse de forma
inmediata a partir de la atenuacion a,, y la frecuencia f;, en la banda de paso, y la atenuacion asintética.

El orden se determina a partir de (3.28)
n > (atenuacion asintotica especificada/6) (3.29)

La constante & puede determinarse sustituyendo o Y foen (3.27) y despejando. Tomando Hiye=1
_ _ 2
a(f)=a, =10log(l + &*)

g =10""-1

(3.30)

Disefio a partir de (ay, fp, o, Ta)

El disefio del filtro a partir de las especificaciones (o, f, o, f,) requiere un procedimiento analogo al del
apartado 3.6.2 aplicando las propiedades de los polinomios de Chebychev. El orden del filtro debe
cumplir

. arccosh(l/ky)
~ arccosh(1/k;)

El valor de & se obtiene ajustando la curva de atenuacion a un punto concreto. Eligiendo of,) = o, se
obtiene (3.30)independiente del orden n. Se deja como ejercicio encontrar el valor de & ajustando la
curva de atenuacion a a(f,) = a,

3.9 Comparacién de un filtro de Butterworth y un filtro de Chebychev.

La Figura 3-14 muestra la comparacion del modulo de la respuesta frecuencial de un filtro de Butterwoth
y uno de Chebychev para las mismas especificaciones (o= 1 dB, ;=30 Hz, n=4). El orden de ambos
filtros es n=4. En este ejemplo, la escala del eje de ordenadas es lineal por lo que queda de manifiesto el
distinto comportamiento en la banda de paso. Para una plantilla del tipo (ap, T, s fa), la banda de
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transicion del filtro de Chebychev es mas estrecha que la de Butterworth y este hecho es general. El filtro
de Chebychev cumple una plantilla de especificaciones con un orden menor o igual que el de
Butterworth.

Figura 3-14 Comparacion del médulo de la respuesta frecuencial de un filtro de Butterworth y un filtro
de Chebychev ambos de orden 4 y especificaciones en la banda de paso o, = 1dB, f,=30 Hz.

3.10 Otros filtros

Otros filtros cuyo disefio puede sistematizarse son el filtro Inverso de Chebychev y el filtro eliptico (o de
Cauer). El filtro inverso de Chebychev es maximalmente plano en la banda de paso y presenta rizado de
amplitud constante en la banda atenuada. El filtro eliptico presenta rizado en la banda de paso y en la
banda atenuada. Es el que precisa menor orden para cumplir una determinada plantilla de especificaciones
y en cuanto a su comportamiento de fase, es el que presenta mayor distorsion. En la Figura 3-15 se
compara el modulo de la respuesta frecuencial de un filtro inverso de Chebychev de orden 6 y un filtro
eliptico de orden 4. La representacion en escala lineal permite ver el rizado. Si la plantilla de
especificaciones precisa filtros muy selectivos y/o muy discriminantes, el filtro de Butterworth siempre
requiere el orden mayor y el eliptico el orden menor. Por ejemplo para (o, =1dB f, = 4000Hz, o, = 40 dB,
f, =4600 Hz) se precisa un filtro de Butterworth de orden n=38 , un filtro de Chebychev o Inverso de
Chebychev precisaria un orden n = 12 y un filtro eliptico un orden n = 6 . Recuérdese que el orden esta
directamente relacionado con la complejidad en la realizacion del filtro.

! ! ! Eliptico
: : : 1. Chebychev

Figura 3-15 Comparacion del médulo de la respuesta frecuencial de un filtro de Eliptico de orden 5 y
un filtro Inverso de Chebychev orden 6.

Todos los filtros mencionados se pueden diseflar mediante Matlab. Los de la Figura 3-15 han sido
calculados por Matlab con las siguientes especificaciones: o, = 1dB, f,= 30 Hz, a,,= 15 dB, f, =35 Hz

3.11 Transformacién de frecuencias.
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En muchas aplicaciones es posible disefiar filtros paso banda, paso alto, banda eliminada a partir de
disefos paso bajo. Se realiza por medio de una transformacion de frecuencias. Concretamente, lo que se
hace es trasladar la banda de paso y la banda atenuada a otras zonas frecuenciales. Las bandas de paso y
atenuadas resultantes tendran rizados o tolerancias en las bandas de paso y atenuadas iguales a las del
filtro paso bajo antes de ser tranformado.

Supongamos que hemos disefiado un filtro prototipo paso bajo cuya respuesta frecuencial denominaremos
H,(¢) (usamos ¢ en lugar de f para distinguirlo de la frecuencia, f, después de la transformacion).

La funcion de transformacion sera

d=2g(®

y tenemos un nuevo filtro cuya respuesta frecuencial es

H() = Hy()lg-gn = Hp(g(1))

Las transformaciones de frecuencias pueden verse como una transformacion de la variable independiente
del prototipo paso bajo. Las funciones de transformacién que vamos a ver en este capitulo se derivan de
transformaciones mas generales (en el plano s), aseguran que los filtros transformados son reales,
causales y estables si el prototipo paso bajo también lo es. En este capitulo unicamente estudiaremos la
transformacion frecuencial sin entrar en los efectos de la transformacion del plano s.

3.11.1 Transformacion paso-bajo paso-alto.
Dado el filtro paso bajo Hy(¢), la transformacion de frecuencias
$p=—— (3.31)

Permite transformar el prototipo paso bajo en un filtro paso alto. La banda de paso del prototipo paso bajo

|§] < ¢ se transforma en la banda de paso del paso alto [f| > f, con |fp| = !

2
Analogamente, la banda atenuada del prototipo || > ¢, se transforma en la banda atenuada del prototipo
1
paso alto [f] < f, con | fa| =—
]

EJEMPLO 3-8

Sea el filtro de Butterworth de orden 4
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Prototipus Passabaixes

Transformacio

(=1lim

Filtre Passaaltes

Disseny Prototipu:

Figura P5.5

@
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Figura 3-16. Mo6dulo de la respuesta frecuencial de un prototipo paso bajo |H,(¢)| y de un filtro paso-alto
[H(f)| obtenido por transformacion de frecuencias. El prototipo paso bajo es un filtro de Butterworth de
orden n =4 con frecuencia de corte a 3 dB B;435=0,33 Hz. El filtro paso alto tiene una frecuencia de corte a
3 dB B3g=1/0,33 Hz=3 Hz.

Aplicando la transformacion ¢ = —%

H(P) =|Hp(¢)|2‘¢;]’/f -—

Definiendo f. =1/¢,

£

[fJS f8+fC8
1+ =

f

La representacion de este filtro se muestra en la Figura 3-16. Buscando unos valores del filtro
encontramos: 1) en el origen H(0) = 0; 2) comportamiento asintotico: para > oo |[H(f)=1 y 3) en f = f,
IH(f,)=1/2, (H(f,)| = 0.7) o también a;=3dB, es decir, f. =1/4, es la frecuencia de corte a 3dB.

H(D[ =

EJEMPLO 3-9

Disefiar un filtro paso alto, mediante transformacion de frecuencias, con las siguientes especificaciones:
o,=2 dB, f,=4 KHz, 0,,=40 dB, f;=1 KHz.

a) Encuentre la plantilla de atenuacion del prototipo paso bajo.

b) Disefie el filtro mediante la aproximacion de Butterworth. y ajuste de la curva en el extremo de la
banda de paso.
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¢) Disetie el filtro mediante la aproximacion de Chebychev y ajuste de la curva en el extremo de la banda
de paso.
d) Halle la atenuacion de los filtros resultantes a la frecuencia f,

a) Transformacion de la plantilla para hacer el prototipo paso bajo
Usando la transformacion ¢=-1/f, y dado que por la simetria de la curva podemos trabajar directamente
con los valores positivos, obtenemos:
¢,=1/f,= 1 mHz
$p,=1/f, = 0,25 mHz
De forma que la plantilla que debe cumplir el prototipo paso bajo es
o,=2 dB, ¢,=0,25 mHz, a,,=40 dB, ¢,=1 mHz.

Las constantes de selectividad y atenuacion son:
k=0p/0a = V4

10%/10 -1

1021° _1
10%/10 _1 = 100710 _

=0,0076

b) Realizacion del prototipo paso bajo con la aproximacion de Butterworth:

|H PB (¢)|2 = ;2"
1+ (¢]
¢

N L L B
logk

El ajuste a la banda de paso se realiza mediante (3.24)

on 1/2n
g =|—2 | -1
107" -1 374 10°

Transformacion del prototipo paso bajo al filtro paso banda

Ha ()" =[Hps (@)

=1/ 1 1+[¢J
X

1 1
Ho ()" = =

NG ' RNEXZI '
/3,74 10° f

¢) Para el filtro de Chebychev la respuesta frecuencial del prototipo paso bajo es
1

Hoe (@) =——F—
1+SZC§[¢]
¢

p

y se obtiene, como se vio en la seccion 3.8.1
o> arc cosh(1/ky) 5.5727

~ arccosh(1/k;) 2.06

2 an/10
& =10""

2,7 > n=3

-1=0,5849
La transformacion paso alto es
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1 1

¢=—1/f AR =—_
1+&°C} 9 1+&°C} -
?p fo,

¢=—1/1
y como f,;=1/¢,, y los polinomios son pares por estar al cuadrado, se tiene

|Hc(f)|2= 1 _ 1

f 3
1+gzcn2(fp] 1+0.5849C32(4 floj

d) La atenuacién de cada filtro en f, es:

He (D) =[Hec (@)

3.74 10°

Butterworth: a(f,)=a(10*)= 1010g{1 +[ 7

8
] ] =10log3.74* = 45,82dB

3
Chebychev: a(f,)=a(10*)= IOIOg[l +0,5849C; [%B =10log(1+34822.60) = 45,41dB
3.11.2 Transformacion paso bajo paso-banda
Se consigue mediante la transformacion
f2—1;
p=—"> (3.32)

La frecuencia ¢;=0 del paso bajo se transforma en las frecuencias f; = -fy y f, = f;. En general, cada
frecuencia ¢; del prototipo paso bajo se transforma segiin (3.32) en otras dos frecuencias f;;, fi, que se
encuentran hallando las raices de la ecuacion:

2 2

f-gf-1f; =0 (3.33)
b L[4tz 1, <0sig >0
2 2 (3.34)

finia =
%+%,/¢f +4f  f,>0si¢>0

y por simetria, la frecuencia - ¢; del prototipo se transforma en —f,;, —f,, En resumen, las frecuencias +¢;

se transforman en las frecuencias (£fj;, +f;;) y de forma consistente con lo anterior:

La banda de paso |¢| <¢, del filtro paso bajo se transforma en la banda de paso del filtro paso banda |f;,;| <
[f] <Ifial (i=p)

La banda atenuada |§| < ¢, del filtro paso bajo se transforma en las bandas atenuadas del filtro paso banda
Il < [fal y Ifl = [feol (i=a)

IH (D)
IHp(¢)|

/ .

¢p (I)a |fa1| |fp1| f0 fpz fa?.

Figura 3-17 Transformacion paso bajo-paso banda
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Notese que por ser soluciones de una ecuacion de segundo grado, las raices de la ecuacion cumplen:
lIfial-firll= s (3.35)
Ifafis= £ (3.36)

Las frecuencias |[fj;| y |fip| resultado de la transformacion de una frecuencia ¢; tienen simetria geométrica
respecto a la frecuencia ‘central’ f y su diferencia coincide con la frecuencia paso bajo a transformar. Se
han utilizado valores absolutos para dejar manifiesto que nos referimos a las frecuencias positivas,
independientemente de cual sea su numeracion (1, 2).

La Figura 3-18 muestra la transformacion de un filtro paso bajo de Chebychev de orden 4 en un filtro
paso banda de orden 8. El filtro paso banda obtenido mediante esta transformacion de frecuencias
presenta simetria geométrica alrededor de f,. [H(|f;;])| = [H(|f;2|)|.

Prototipus Passabaixes

Transformacio

O=(a’—4x°*1)/a

Filtre Passabanda

Grafica

Médul -

Disseny Prototipus

‘ Figura P5.5 ‘

Figura 3-18 Mddulo de la respuesta frecuencial de un prototipo paso bajo [H,(¢)| de orden 4 y de un filtro
paso-banda |H(f)| de orden 8 obtenido por transformacion de frecuencias. El filtro paso banda esta
centrado en f; =1

EJEMPLO 3-10

Sea el filtro (prototipo paso bajo) de Butterworth de orden n= 4 y frecuencia de corte a 3dB ¢.=1/3 Hz
1
8
1+ (¢J
9.

Se desea transformarlo en un filtro paso banda centrado en la frecuencia f=1 Hz. ;Cual es el ancho de
banda a 3dB del filtro resultante?

H, @) =

f2 -1

Aplicando la transformacion ¢ = ;
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. , 1 (¢.F)°

H(f) =[H 2 2 T - ;

HCDP =|H, @) Lfffo 1 (fszT T
+ 0

¢.f

Cada frecuencia ¢; del prototipo se transforma en otras dos frecuencias (3.34) que se encuentran hallando
las raices de la ecuacion (3.33). La frecuencia de corte a tres dB, ¢., del prototipo paso bajo se transforma
en

———.|=+4 =-0.847
£ )6 2
cl,c2 1 1 1
—4—.|=+4 =1.169
6 2

Y el ancho de banda a tres dBs sera
Bigs= fer-|fer] = 1.169-0,847 = 0,33 Hz

verificandose (3.35). Obsérvese que los anchos de banda de las bandas de paso del prototipo paso bajo y
del filtro paso banda coinciden. Esta transformacion se muestra en la Figura 3-19

Prototipus Passabaixes

Transformacio

O-(0"-4x’*1)/n

Filtre Passabanda

Modul

L

Disseny Prototipus

Figura P55

Figura 3-19. Médulo de la respuesta frecuencial de un prototipo paso bajo [H,(¢)| y de un filtro paso-
banda [H(f)| obtenido por transformacion de frecuencias. El prototipo paso bajo es un filtro de
Butterworth de orden n =4 y B;43=0,33 Hz. El filtro paso banda esta centrado en f, =1 y tiene un ancho de
banda a 3 dB de 0,33 Hz

3.12 Problemas

3.1 Represente la respuesta frecuencial en mdédulo y fase de un filtro paso bajo ideal con frecuencia de
corte de 1 KHz y un retardo de 3 seg.
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3.2 La siguiente figura representa el modulo y la fase de la respuesta frecuencial de un filtro. Calcule la
salida si a la entrada se aplica la sefial

x(t) = cos(2xnfit) + cos(2nfit) + cos(2nfit)

a) conf;=125Hz, f,=130Hzy f; =180 Hz.
b) con f; =125 Hgz,, ;=300 Hz y f; =500 Hz.
¢) con f; =700 Hz,, f,=800 Hz y f; = 850 Hz.

2

[H®I

‘ ‘ ‘ \ ‘ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ I ‘ \ ‘ I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
f (Hz)

-90

Fase(f) grados

-180

‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ I ‘ \ ‘ I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
f (Hz)

Figura 3-20 Modulo y fase de la respuesta frecuencial de H(f)

3.3 Disefie un filtro de Butterworth que cumpla las siguientes especificaciones: ancho de banda a 3dB
B3gs=10Hz y atenuacion asintotica= 27 dB/octava. Dibuje la respuesta frecuencial.

3.4 Disefie un filtro de Chebychev que cumpla las siguientes especificaciones: ancho de banda a 3dB
B3gs=10Hz y atenuacion asintotica= 27 dB/octava. Dibuje la respuesta frecuencial.

3.5 Calcule el filtro de Butterworth que cumple la plantilla (o,,f,,n) ajustando la curva al punto (o,,f;)
3.6 Calcule el filtro de Chebychev que cumple la plantilla (o.,,f,,n) ajustando la curva al punto (a,,f,)

3.7 Disefie un filtro de Butterworth especificado por (a,=1dB, f,= 0,33 Hz, n = 4). Dibuje la respuesta
frecuencial ;Qué atenuacion tiene a las frecuencias f= 1Hz, 10 Hz, 100Hz? ;A qué frecuencia atenuia
20dB?

3.8 Disefie un filtro de Chebychev especificado por (a,=1dB, f,= 0,33 Hz, n = 4). Dibuje la respuesta
frecuencial ;Qué atenuacion tiene a las frecuencias f= 1Hz, 10 Hz, 100Hz? ;A qué frecuencia atenta
20dB?

3.9 Disefie un filtro de Butterworth especificado por (o,,=1dB, f,= 0,33 Hz, n = 4). Dibuje la respuesta
frecuencial ;Qué atenuacion tiene a las frecuencias f= 1Hz, 10 Hz, 100Hz? ;A qué frecuencia atenta
20dB?

3.10 Sea la sefial modulada m(t) = x(t) cos 2nfyt + y(t) cos 2nfit donde x(t) e y(t) son dos sefiales de voz
de banda limitada a 7KHz, f; = 200KHz y f;=220KHz. Para recuperar la sefial x(t) a partir de m(t),
ésta se aplica a un demodulador que consta de un multiplicador por un coseno a la frecuencia f, y un
filtro paso bajo.

a) Calcule la transformada de Fourier de m(t). Dibuje M(f)

b) Demuestre que si el filtro es ideal, a la salida del demodulador se puede obtener exactamente
x(t). Determine la ganancia del filtro. Especifique el rango de valores (méximo y minimo) que
puede tener el ancho de banda del filtro.

Al ser x(t) una sefial de voz, es posible distorsionarla hasta 3dBs en su ancho de banda sin que el

efecto sea excesivamente molesto, y a partir de 40 dBs de atenuacion, puede considerar que el efecto

de la otra sefial es despreciable.
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c) Determine la plantilla de especificaciones del filtro. Justifique su eleccion.
d) Diseiie el filtro de Butterworth que cumple la plantilla. Compruebe que el orden del filtro es n=8
e) Siel orden del filtro tiene que ser n=4, utilizando las herramientas de las practicas Ud. encuentra
estos posibles valores:
d.1 fp=7KHz, ap= 3dBs, fa=13 KHz, aia = 20dB y filtro de Butterworth
d.2 fp=7KHz, ap= 3dBs, fa=22 KHz, aa = 40dB y filtro de Butterworth
d.3 fp=7KHz, ap= 3dBs, fa=13 KHz, aa = 35dB y filtro de Chebychev
d.4 fp=7KHz, ap= 3dBs, fa=14 KHz, aa = 40dB y filtro de Chebychev
Como afectan estas alternativas a la sefial de salida? ;Qué opcion elegiria Ud?

3.11Suponga un sistema de TV que realiza la transmision en dos idiomas. Para ello se transmite el audio
compuesto mediante una sefial m(t) = x1(t) cos 2nfyt + x2(t) cos 2nfit donde x1(t) y x2(t) son dos
sefiales de audio, cada una en un idioma distinto. Las sefiales son de banda limitada a 15 KHz, f, =
200KHz y f;=245KHz. Para recuperar la sefial xi(t) a partir de m(t), ésta se aplica a un demodulador
que consta de un multiplicador por un coseno a la frecuencia f; y un filtro paso bajo. El sistema de

transmision de sefiales bilingiies precisa que la atenuacion de la sefial no deseada sea superior a

40dB. Por razones tecnologicas suponga que se pueden utilizar filtros de orden n=7, pero no

mayores. Se pide:

a) Plantilla de especificaciones. Justifique los valores.

b) En el programa de practicas Ud ha comprobado que con un orden 7 y manteniendo o, =40dB y
f, = 30KHz, con un filtro de Butterworth puede obtener a la frecuencia de 15KHz una atenuacion
de a,= 3dB, y con un filtro de Chebychev una atenuacion de 0.002 dB. El resultado se muestra
en la Figura 3-21. ;Qué disefio elegiria? Justifique la respuesta.

10
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|H(f)|dB
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Figura 3-21 Comparacion de Butterworth y Chebychev de orden 7 con las mismas especificaciones en la
banda atenuada

10
Cez(x)
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Figura 3-22 Grafica de C¢*(x)

3.12 Dada la grafica de C¢*(x) mostrada en la Figura 3-22, dibuje el modulo de la respuesta frecuencial de
un filtro de Chebychev de orden 6.

3.13 Un filtro inverso de Chebychev tiene el modulo de su respuesta frecuencial:
2 H?
|H ( f )| — mai(
1+ S
£CIC)

Se pide: Valor en el origen H(0), atenuacion asintética y orden.
Dibuje a(f) para n=6. Puede ayudarse con la Figura 3-22

3.14 Dadas las especificaciones de un filtro paso bajo (a,=1dB, f,= 0,33 Hz, n = 4)
a) Calcule el filtro de Chebychev que cumple las especificaciones
b) Calcule por transformacion de frecuencias, el filtro paso banda resultante con fy = 1.
¢) Calcule la banda de paso y la atenuacion asintdtica en el origen y en infinito del filtro paso banda
del apartado b)
3.15 El esquema de la figura representa un receptor de AM (modulaciéon de Amplitud), que permite
recuperar la sefial de informacion [I(t), por medio de un rectificador de onda completa y un filtro

paso bajo.
8=l
30 b(Osen2rit) | % | mmoraso | 4 *
> BAJO B
Figura 3-23

Sea ¢(t) una sefial positiva y limitada en banda ®(f) =0, |[f] > B = 15 KHz.

a) Compruebe la validez de este esquema indicando la relacion necesaria entre B y fo. Suponga el
filtro paso bajo ideal.

Se desea disefiar el filtro por medio de la aproximacion de Butterworth: Suponga que en la banda de

paso precisa ap=1dB y en la banda atenuada a.a=40dB.

b) Especifique la plantilla de atenuacion fp y fa

c) Especifique el filtro: fc y el orden n

d) Elija fo para que pueda disefiar el filtro e.1 ) con orden n = 3 y e.2) con orden n= 12

3.16 La sefal x(t) esta caracterizada por el espectro de la Figura 3-20. Se quiere obtener x(t/4) y, por este
motivo, se utiliza el esquema de la Figura 3-24 b

X(

A () z1 ()
AR A2 (X > Hl(f) >

ﬁ T y1(O=X(v4)

Bl TS(tn4/3)

-y

a) b)
Figura 3-24

a) Dibuje el espectro de z)(t) entre f=-3 i f=3. Encuentre el filtro H1(f) ideal que permita obtener
a la salida y,(t) = x(t/4).
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Se desea realizar el filtro mediante la técnica de Chebychev.

b) Dibuje la plantilla de especificaciones paso bajo. Suponga ap=1dB y c.a=40dB,

¢) Disetie el filtro de Chebychev de ganancia Hmax=1 y menor orden que cumple la plantilla de
especificaciones.

d) (Qué atenuacion presenta el filtro al primer armoénico de su entrada que se desea rechazar?

3.17 Transformar en un filtro paso alto el prototipo paso bajo de Chebychev que cumple la plantilla ap=1,
fp=1; n=3. Dibujar el prototipo paso bajo y el filtro paso alto

3.18 Una sefial usada normalmente en sistemas de comunicaciones es el pulso coseno alzado. La
siguiente figura muestra la sefial periddica x (t) formada a partir de este pulso xb (t), definido por:
Xp(t) = [1+cos 2nt] [](t)

Los tres primeros términos del desarrollo en serie de Fourier de x (t) son los siguientes:

1 8 1
x(t)=§ +§ cosmt+75 cos2mt +. ..

(0 A

X o (®

52 2 32 -1/2 12 312 2 52

Figura 3-25
Se desea eliminar la componente continua de x(t). Para ello se pasara por un filtro paso alto
realizado por transformacion de frecuencias de un prototipo paso bajo. En este ejercicio se
propone que realice el disefio del filtro. Para ello:

a) Dibuje aproximadamente la transformada de Fourier de X(f). Sea exacto en el margen [f] <
1Hz. {Cual es la primera frecuencia (f,) que debe dejar pasar el filtro?

Disefie el filtro de Butterworth paso alto de orden 3 y ganancia Hmax=1 que a la vez que elimina

la continua, presenta una atenuacién maxima en los arménicos de x(t) de 1dB. Se pide:

b) Valor de fc.

¢) Escriba la expresion de [H(f)* correspondiente al filtro disefiado.

d) Expresion de la sefial de salida.

e) Obtenga los valores numéricos exactos de amplitud de los dos primeros términos del DSF (en
cosenos) de la sefial de salida.

Disefie el filtro de Chebychev paso alto de orden 3 y ganancia Hmax=1 que a la vez que elimina
la continua, presenta una atenuaciéon maxima en los arménicos de x(t) de 1dB. Se pide:

f) Valor de €.

g) Escriba la expresion de [H(f)* correspondiente al filtro disefiado. Dibuje [H(f)[*

h) Calcule la atenuacion del filtro en f= 1 Hz

3.19 Suponga las especificaciones de un filtro paso banda mostradas en la siguiente figura con fpl=1.5
KHz, fp2= 6KHz, fal= 1KHz, fa2= 10KHz, y las atenuaciones ap=1dB, a.al=20 dB y aia2=25dB.
El filtro paso banda se realizara por transformacion de frecuencias de un filtro paso bajo. Para disefiar
el filtro paso bajo, primero es preciso transformar la plantilla paso banda a una plantilla paso bajo.
Eligiendo como frecuencia central, f de la transformacion (3.32) la media geométrica de las
frecuencias de paso del filtro paso banda, se pide:



X, ()

Xz(t)
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e) Halle las frecuencias ¢,; y ¢.o que resultaran de la transformacion de la plantilla paso banda a
plantilla paso bajo.

f) A partir de los valores ¢y, 0y, a1 Y §a2, Olar Y e, seleccione la plantilla paso bajo sobre la que
disefiara el prototipo paso bajo. Justifique su eleccion.

g) Calcule el filtro de Butterworth que se ajusta a la plantilla paso bajo.

h) Escriba la respuesta frecuencial del filtro paso banda resultado de la transformacion

Qa1 7

v

A

f:-ﬂ fp]_ fp2 fa? f(HZ)

Figura 3-26 Plantilla paso banda

3.13 Sea la sefial periddica

2 t-T,/8-nT,/2
x(t)=ZH( EATS J
Z :

a) Calcule y represente su transformada de Fourier.

Si Ty= 1seg, disefie, por transformacion de frecuencias, un filtro paso alto h(t) que elimine la continua

de la sefal x (t) y que produzca una atenuacion maxima en la banda de paso de 3dB Se pide:

b) Especificaciones del filtro paso alto

¢) Funcidn de transformacion

d) Especificaciones del prototipo paso bajo

e) Expresion del modulo de la respuesta frecuencial del prototipo paso bajo que cumpla la plantilla.
Utilice un filtro de Butterworth. ;Podria utilizar un filtro de orden 2 para eliminar la continua? Si su
respuesta es afirmativa, disefie el filtro.

3.14 El sistema de la Figura 3-27 a) se utiliza para transmitir las sefiales xi(t) y X»(t) grabadas
simultdneamente por dos sensores. Las sefiales tienen un ancho de banda de 4 KHz cada una. El sistema
forma una sefial compuesta, x,,(t), formada por la suma de la sefial del sensor 1, la del sensor 2 modulado
a la frecuencia f,;=13 KHz, y un tono a la frecuencia mitad (f,/2) que servird en recepcion para
sincronizar en frecuencia y fase el oscilador del receptor.

z,(t)

k

b)

Figura 3-27 Modulador y demodulador

Xm(t) = x1(t) + x5(t) A cos 2nfttd)+ cos 2nf,t/2
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En la Figura 3-27 b) se muestra el sistema que recuperara las sefiales x;(t) y x(t).

Se pide:

a) Transformada de Fourier X,(f) de la sefial compuesta x,t). Ancho de banda de x,,(t). Dibuje X,,(f)
(suponga un X;(f) y un X,(f) a su eleccion para hacer los dibujos).

b) Tanto en el transmisor como en el receptor se va a generar el coseno a la frecuencia de f,, Hz a
partir de un oscilador a la frecuencia de fm/2 Hz. En el esquema esta marcado con el bloque
rotulado con ‘doblador’ Proponga un sistema que realice esta operacion. Puede utilizar
dispositivos no lineales (por ejemplo cuadraticos, limitadores, recortadores, etc), y los filtros
ideales que necesite. Dibuje el diagrama de bloques y obtenga, para el sistema propuesto por Ud.
los valores exactos de amplitud A y fase ¢ de la sinusoide resultante.

¢) Suponga que a la salida del doblador se tiene exactamente A cos (2nf,t+¢). Deduzca
analiticamente las especificaciones de los filtros ideales h(t) y hs(t) para que se cumpla z;(t)=x;(t)

Y Za()=xx(t)

En recepcion se precisa aislar, mediante un filtro paso banda hy(t), el tono a la frecuencia f,/2 para
aplicarlo al doblador y poder recuperar x,(t). El filtro paso banda va a realizarse por transformacion de

frecuencias a partir de un prototipo paso bajo de Butterworth de ganancia unidad. La transformacion se

2 2
realizard por medio de ¢ = % El filtro paso banda debe rechazar la informacioén adyacente,

correspondiente a la informacion de los dos sensores, con una atenuacion de, al menos, 40dB y estara
centrado a la frecuencia f, =,/f,, f,, . Estos datos conforman las especificaciones y se muestran en la

figura 2. El punto a la frecuencia f; simboliza que la atenuacion a f; debe ser 0dB

o(f)
40d
fal f0 f::12 f

Figura 3-28 Especificaciones

%

Se pide:

d) A partir del dibujo del apartado a), determine los valores f,;, f,, y calcule el f, resultante. (Note que
es distinto que f,,,/2)

e) Especificaciones de atenuacion del prototipo paso bajo

f) Disefie el prototipo paso bajo mediante un filtro de Butterworth (médulo de la respuesta
frecuencial) que se ajuste a las especificaciones. Considere:

f.1) orden n=1
f.2)orden n=2
Determine exactamente el valor numérico de ¢, la frecuencia de corte a 3dB, para cada orden.

g) Por medio de la transformacion de frecuencias, obtenga la respuesta frecuencial del filtro paso
banda resultante. Calcule la atenuacion que producira el filtro paso banda a la frecuencia fm/2=6,5
KHz, tanto si se parte de un filtro prototipo paso bajo de orden 1 como de un filtro de orden 2.

h) Una solucidn alternativa seria forzar en el disefio del filtro que o f,/2) = 0 dB, por lo que fo=f,/2.
Determine de nuevo los valores f,; y f,; de la plantilla de la Figura 3-28 y repita los apartados e) al

).
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3.20 Obtenga la transformada de Fourier del tren peridodico de pulsos de RF de la figura
siguiente cuando fC fo >> 1, siendo f;=1/T,

x(H)

VANV VY VYYY
v VYV TATATAVAE

1/fc

To/2 To/2
4>

Figura 3-29

Se desea seleccionar la sefial alrededor de f.-fy < |f] < f.+f;. Para ello se pasara por un filtro paso
banda realizado por transformacion de frecuencias de un prototipo paso bajo. En este ejercicio se
propone que realice el disefio del filtro. Para ello:

a) Dibuje aproximadamente la transformada de Fourier de X(f). Sea exacto en el margen
fc-4fy < |f] < f.+4f,. Identifique los armonicos que debe dejar pasar el filtro. Identifique los
armonicos que el filtro debe atenuar considerablemente.

b) Dibuje la plantilla de especificaciones paso banda. Suponga ap=1dB y aa=40dB, fc=1MHz y
f():lKHZ

¢) Expresion de la transformacion de frecuencias.
d) Plantilla de especificaciones del prototipo paso bajo.

e) Disefie el filtro de Butterworth del prototipo paso bajo de ganancia Hmax=1 que cumple la
plantilla de especificaciones.

f) Expresion del filtro paso banda

g) Si la sefial de salida se aproxima por
y(t) = A cos (2nft +¢,) +B cos 2n(f o)t +¢,)+ C cos 2n(f-fo)t+ds)
Determine A, By C

e) Disefie el filtro de Chebychev del prototipo paso bajo de ganancia Hmax=1 que cumple la
plantilla de especificaciones del apartado d).

f) Expresion del filtro paso banda

2) Si la sefial de salida se aproxima por
y(t) = A cos (2nft +¢,) +B cos 2n(f o)t +¢,)+ C cos 2n(f-fo)t+ds)
Determine A, By C

- t

3.21 Sea la senal x(t) = z p(t-mTg). Con p(t) = A(m) cos 2mf:t.

m=—c0

Se desea seleccionar la sefal alrededor de f.-fy < |f] < f.+fy (donde fc>> f,=1/T,) Para ello se
pasara por un filtro paso banda realizado por transformacion de frecuencias de un prototipo paso
bajo. En este ejercicio se propone que realice el disefio del filtro. Para ello:
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3.22

3.23

a) Determine y dibuje aproximadamente la transformada de Fourier de X(f). Sea exacto en el
margen fc-4f0 < |f] < fc+4f0. Identifique los armoénicos que debe dejar pasar el filtro.
Identifique los armoénicos que el filtro debe atenuar considerablemente.

b) Dibuje la plantilla de especificaciones paso banda. Suponga ap=1dB y ca=40dB, fc= IMHz y
f0=1KHz

c) Expresion de la transformacion de frecuencias.
d) Plantilla de especificaciones del prototipo paso bajo.

e) Disefie el filtro de Butterworth del prototipo paso bajo de ganancia Hmax=1 que cumple la
plantilla de especificaciones.

f) Expresion del filtro paso banda
g) Si la sefial de salida se aproxima por

y(t) = A cos (2nf.t +¢;) +B cos 2n(f.+fy)t +d,)+ C cos 2n(fe-fo)t+ds)
Determine A, By C

t—nT

Sea la senal periodica x(t) = A Z A( j . Se pide:

a) Calcule y dibuje la transformada de Fourier. Suponga t= 25 ms; T= 50 ms y A=1. Muestre
con total claridad los datos que crea significativos en el dibujo.

La sefial anterior es filtrada con un filtro paso-banda centrado en f, = 50 Hz y ancho de banda a 3
dB B;gg = 30 Hz. El filtro paso banda se realizara por transformacion de frecuencias de un
prototipo paso bajo. En este ejercicio se propone que realice el disefio del filtro. Para ello:

b) Dibuje la plantilla de especificaciones paso banda. Suponga aca=40dB

c¢) Expresion de la transformacion de frecuencias.

d) Plantilla de especificaciones del prototipo paso bajo.

e) Disefie el filtro de Chebychev del prototipo paso bajo de ganancia Hmax=1 que cumple la
plantilla de especificaciones.

f) Expresion del filtro paso banda

g) Calcule la salida. Exprese la salida de la manera mas simple posible, preferiblemente como
suma de cosenos.

2
a) Encuentre y dibuje la TF de X(t) = COS[_I_M]H [
0

t
—_— con Ty =50 ms
T, /2]
b) Calcule dibuje la TF de la sefial X, (t) = X(t—n2T,)

c¢) Encuentre la expresion de la sefial de salida y(t) cuando x,(t) se filtra con un filtro paso banda
ideal:

wo-i(3) ()
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Para obtener la salida aproximada a la del apartado anterior mediante un filtro de Butterworth
realizado por transformacion de frecuencias, supondremos op=1dB, ca=40dB

d) Dibuje la plantilla de especificaciones paso banda.
e) Expresion de la transformacion de frecuencias.
f) Plantilla de especificaciones del prototipo paso bajo.

g) Diseiie el filtro de Butterworth del prototipo paso bajo de ganancia Hmax=1 que cumple la
plantilla de especificaciones.

h) Expresion del filtro paso banda



