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1. Introduccié. Energia i coenergia: Variables d’estat del sistema magneétic

Sistema eléctric Sistema magnetic Sistema mecanic
R u r

gy

Hipotesi:
Sistema magnetic sense perdues (no dissipatiu = no histeresi i no Foucault)

Perdues Joule associades a resistencies dels debanats amb parametres concentrats, passen al
sistema eléctric.

L'energia emmagatzemada en camp magnetic Wing amb la hipotesi de camp no dissipatiu passa
a ser variable d’estat, atés que no depén del temps ni del cami pel que evoluciona el sistema,
sind només dels estats inicial i final de I'evolucié. Es pot expressar com a funcié del flux
concatenat (¥) i de la posicié del sistema (8) o (x).

(WOJGO)
ng(lluo,go) = f dng(lpoleo)
(0,600)

La integracié no depen del cami (funcié
W d’estat) i, per tant, qualsevol cami ha de
donar el mateix resultat: s’escullen els

ba > . .
’ S camins ci i Cy.

2 L'energia del camp magnétic (integracid)
per a c; és nul-la, atés que no hi ha camp.

1 En el cami c; no es desenvolupa treball

Gho 6, 0 mecanic, ates que no hi ha desplagament.

Wing (¥, 60) = f AWy (¥, 0) + f AWing (¥, 0) = 0+ f Wiy (¥, 0)
Cq Cy C2

%o
dng(’P, 6) = f dng(l}I’ 6y)

Wing(Po, 6y) = f
0

C2

Per tal de determinar el diferencial d’energia emmagatzemada es planteja el balang d’energia
del sistema: El que aporta el sistema eléctric s’acumula en el sistema magnetic i es transforma
a mecanic (metodologia similar a la dels treballs virtuals o lagrangiana).

AWey = dWpg + AW,
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En cas de moviment lineal es té dW,,. = F - dx (forgca i desplagament), mentre que en cas de
moviment rotatiu es té dW,,. = I" - d@ (parell i desplagament angular).

w-i-dt = dWpg + 1T - db

La tensio u és exclusivament la tensid induida atés que les resistencies dels debanats s’han
incorporat al sistema eléctric com a parametres concentrats i, per tant,

d¥

u=—
dt
D’altra banda

W (P, 0 OWpng(¥, 0
mg(#,0) ., mg(#,0)

AWng(¥,0) = £ + 00

El que permet identificar termes de la seglient manera:

dv
dng=u-i-dt—F-d9=Edt-i—F-d9=i-d‘1-’—F-d9
OWo (¥, 0 OWpn (¥, 0
icw,6) = el iy gy - Dnalh0)

Si retrobem la integral que permet determinar I'energia en el camp magnetic integrant a través
del cami c; (que en ser a dconstant té el treball mecanic nul) queda:

Yo

Wing (¥, 60) = f AWy (¥, 8) = f (-d¥—T-d) = f i dw(i, 60,)
C2 Cy 0

La relacié entre el flux concatenat i el corrent depéen de la posicid i del corrent (o densitat de
camp, és a dir, del nivell de saturacid).

Y(i,0)=L(,6)-i

On L(i,8) és el coeficient d’induccié o inductancia, que descriu la caracteristica de
magnetitzacié del sistema.

L'energia emmagatzemada en el camp magnétic no és més que |'area superior esquerra de la
caracteristica de magnetitzacié tal com s’indica a la seglient figura.

¥ (i,0,)




Maquines Eléctriques. Conversid Electromecanica. J. Rull, S. Galceran. DEE-UPC.

La magnitud energia emmagatzemada, funcié del flux concatenat, no és massa comoda per a
treballar, atés que normalment no es mesuren (calculen) flux magneétics, sind corrents eléctrics.
Es més convenient definir una nova variable d’estat, anomenada coenergia Wn’1g que sigui funcié

del corrent en lloc del flux.
Wr{,g(i, )=i-¥-— ng(‘l’, 0)

Es pot interpretar com I'area per sota i a la dreta de la caracteristica de magnetitzacio del
sistema. Amb la interpretacié de les arees queda clar que si la energia és funcié d’estat la
coenergia també ho ha de ser.

¥(i,00)

Com

di-¥)=i-d¥ + ¥ - di

el diferencial de coenergia es pot escriure
AWing((,0) =d({@ - ¥) —dWygWP,0) =i-d¥ +¥ -di— i-d¥ +T-d0 =¥ -di+T-db

D’altra banda sabem que

oW’ (i, 6 oW’ (i, 0
AW (i, 8) = “‘;l,( )di+ “‘agg( )

El que permet identificar els seglients termes

Wi (i, 0)
9

Wit (i, 0)

¥(i,0) = 30

rg,e) =

Per tal que un sistema desenvolupi parell cal que I'energia (o la coenergia) depengui de la
posicio.
La coenergia es pot determinar integrant a través dels camins c;i c;. De forma analoga al que

passava amb I’energia, el cami c; dona un valor nul per manca de camp (corrent), mentre que el
cami c; té el treball mecanic nul al ser de posicié constant.

W'rng (o, B) = f AW (i, 60) + f AW g (i, 6) = 0 + f W-di+T-do) =
Cq Cy C2

io
= J- lll(l, 00) . dl
0
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2. Energia i coenergia en un sistema magneétic lineal

En un sistema lineal (des del punt de vista magnétic), les inductancies no depenen del corrent
(densitat de camp) en no considerar-se la saturacié, L(i, ) = L(0) i les dues variables d’estat,
energia i coenergia, coincideixen.

Wyhg (i, 0) = Wing(¥, 6)

Y (i, 0,)

Al ser el sistema magnetic lineal

i

i 0
Wnglios00) = | L(B) i+ di =~L(6) - i3

0

0
W(i, 0, di = f
0

Wi (i,0)
e

_ MWing(i,0) 1, d
L(@)'l, F—T—El EL(Q)

El mateix resultat s’ha d’obtenir emprant I'energia:

W (¥, 0,) fwo.(w 0) - dw fl'uo ¥(i,0) 1 W2 1L(9) .2
, — 1 ) . = . = — = — -1l
mgh 70770 o o L® 2-L(O) ° 2 0
D= OWng(¥,0)  ¥(i,0) 3 _ang(lP,e) _ p2 iL(Q) _ liziL(B)
B oy ToLe 90 2-12(0)do 2 de

Per a que el sistema desenvolupi parell cal que I'energia (o la coenergia) depengui de la
posicidé, que en un sistema lineal equival a que la inductancia depengui de la posicid.

3. Generalitzacio de les expressions de tensions i parells a un sistema d’N excitacions
electriques i una mecanica

En un sistema d’N excitacions (debanats) podem definir el vector corrent, el vector tensio i el
vector flux concatenat que agrupen a tots els corrents i tensions dels N debanats:
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[i] “ [#1]
iz uz I qu I

i= i3 u=\|uz Y = 1[13
|J,NJ uN IZUN

De forma analoga als apartats anteriors, I'energia emmagatzemada en els camps magnetics és
variable d’estat, en el sentit que no depeéen de les trajectories del sistema ni del temps, siné
exclusivament de I'estat final.

(¥0,60)
ng(qlo; o) = f dng(lPO; 6o)
(0,600)

El balang energetic en un instant diferencial de temps imposa
AW = dWig + dWiye

En cas de moviment lineal es té dW,,. = F - dx (forca i desplagament), mentre que en cas de
moviment rotatiu es té dW,,. = I' - d8 (parell i desplagament angular). L'energia eléctrica
absorbida és la suma del producte respectiu de les tensions i corrents de cada debanat:

N
Zuk-ik-dt=dng+I"-d9
k=1

Com les tensions induides en els debanats son la variacié del flux concatenat en el temps

d L 4
u=—
dt
el balang es pot reescriure com
N d N
dng=Zik-alPk-dt—l“-d9=Zik-d‘1/k—1"-d9
k=1 k=1

D’altra banda, I'expressié del diferencial de I'energia és

& OWing (P, 0) Wi (¥, 60)

dng('P,O) = Z le[’k + 30

k=1

Cosa que permet identificar els seglients termes

OWne(P, 0 OWne (P, 0
mg( ) 1_,(!{/‘ 9) — _ mg( )

Per tal de determinar I'energia en el camp magnetic cal integrar el diferencial des de I'estat
inicial (repos o corrents nuls en qualsevol posicid) fins a I'estat final (corrents finals i posicid
final).

(q’o'eo)
Wing(Wo, 6) = f AWy (¥, 6)
(0,600)
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Com és una variable d’estat el resultat és independent del cami d’integracid. S’escull com a cami
la suma de trajectories

¢: (0,0,0, ....,0,000) = (0,0,0, ....,0,6,)
¢;:(0,0,0,....,0,8,) = (¥,,0,0, ....,0,8,)
i (¥4,0,0,....,0,0,) = (¥, ¥,,0,....,0,0,)
3t (W1, %,,0,....,0,0,) = (¥, ¥y, ¥s, ....,0,0,)

Cn: (l[/l’ 1112’ lP3l e IOI 00) - (qjll WZ) lIJ3’ ey leNI 00)

N N
Wing(P0,00) = ) | dWing@,0)= )" [ dWing(#,0)
0" Ck k=1"Ck

Atés que en el cami ¢o no hi ha flux i, per tant, la integral és nul-la, el primer terme de la suma
desapareix. En la resta de termes de la suma la posicio és fixa i, per tant, quan es substitueix el

valor
N

dng:Zik-lek—F-dB
k=1

el terme mecanic (parell i posicié) desapareix en no haver-hi canvi de posicié:
Wing (W0, 00) = Z | im0 = Z | Z i d¥,
Ck k=

Les relacions entre els fluxos concatenats i els corrents depenen de la posicié i dels corrents (o
densitats de camp, és a dir, del nivell de saturacid):

Y, 0)=L36)-i

On la matriu d’inductancies L(i, 8), que descriu la caracteristica de magnetitzacio del sistema és

per naturalesa simétrica (Lij(i, 6) = L;(i, 9)) i definida positiva.

[Ln(i»g) L,(i,0) Lqi3(i,60) .. L1N(i»9)]
Ly1(§,0) Lpp(i,0) Lps(i,0) ... Lay(i6)
L(i,9)=[L31(i,9) L3y(i,0) L3s(i,0) ... L3N(i,6)}

Li00) Lyy(66) Lys(i6) .. Lyn(i,0)

Resolent les integrals i les sumes per als camins seleccionats, i sabent que
=L71(i,0) - ¥(i,0)
I’expressid de I'energia és
Wing (¥o, 85) = Z j AW (¥, 0) = Z f z iy - ¥y = —*Pt L71(,6) - ¥,
=1"Ck k=

La funcié coenergia es defineix com
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N
Wy (i, 0) = Z i+ Wi — Wing (¥, 6)
k=1
N N N
AWy (i, 6) :Z(ik-dwk+wk-dik)—zz'k-d!.vk+r-d9 :Zwk-dik+r-d9
k=1 k=1 k=1
N ow! (i, 6) oW (i, 0)
Vs oy mg\L - mg\L
AWy (i,0) = 2 iy A
k=1
Identificant els termes
oW (i, 6 oW (i, 6
v,.(i,0) = M rdo) = M
alk 69

Per tal de determinar el valor de la coenergia es procedeix a la integracié

(i0l90)
Witg(io, 60) = f AW (i, O)
(0,600)

Com és una variable d’estat el resultat és independent del cami d’integracio. S’escull com a cami
la suma de trajectories

¢o: (0,0,0, ....,0,000) = (0,0,0, ....,0,6,)

¢;:(0,0,0, ....,0,8,) = (iy, 0,0, ....,0,8,)

¢y: (i1,0,0, ....,0,80) = (iy,i5,0, ....,0,8)
cs: (ig, i, 0, ....,0,80) = (iy, i) iz, ..,0,8)

Cn: (ill I:Zl i3l e IOI 90) - (ill iZJ i3l ey iN' 90)

N N
Wirgio,00) = . | dWig(i,0) =) [ dWiig(i,6)
k=0 "Ck k=1"Ck

Atés que en el cami ¢o no hi ha corrent i, per tant, la integral es nul-la, el primer terme de la suma

desapareix. En la resta de termes de la suma la posicié és fixa i, per tant, quan es substitueix el
valor

N
zll'k-dik+l“~d9
k=1

el terme mecanic (parell i posicié) desapareix

N N N
1
Wisglio 00) =y [ aWing6) =y [ 3 Wi+ dix =5ih - LG.0)-io
k=1"Ck k

=1"C k=1

Si el sistema magnétic és lineal L(i,0) = L(0) queda
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, 1. ,
Wing(lo, 89) = Wing(¥o, 60) = Elf) -L(0) - iy

Wie(L,0)  OWg(P,0) 1, d _
=96 98  —2¢ ggl®-i

4. Extensiod de les expressions generals de forces i parells en presencia d’imants permanents

Es pot utilitzar la mateixa metodologia dels debanats acoblats (inductancies acoblades) en els
casos en que intervenen imants permanents. L'Unica consideracié que cal fer és trobar els
debanats equivalents als imants, aixi com els termes d’acoblament entre els propis imants (cas
d’haver-n’hi més d’un) i els debanats. No es considera la fase d’imantacié dels imants, ni les
possibles des-magnetitzacions irreversibles per la no linealitat de la corba de romaneéncia. A
efectes practics, consideris que els imants sén tipus Neodimi, magnetitzats en fases prévies i de
caracteristica absolutament lineal, pel que les possibles variacions de la recta de carrega no
tenen efectes irreversibles.

En la modelitzacid dels circuits magnetics s’ha establert que un imant, dins d’un circuit magnétic,
es pot modelar per una font de tensié magnética de valor ¢, R, en série amb una reluctancia
R Per tal de mantenir la mateixa estructura de la definicid i demostracions realitzades sobre
la coenergia, i aprofitar els resultats obtinguts per als debanats acoblats, és convenient
expressar la tensié magnetica (forca magnetomotriu) com la d’'un debanat equivalent, de Neq
voltes recorregut per un corrent equivalent ieq.
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On per a cada imant present en el circuit ( fpy = 1)
I
Ry = —2—
" o trm Am
¢r =B An
_ ¢r R _ Bl

o, =
e Neq Neq Ho Urm

Una vegada tots els imants Ny, han estat modelitzats com a debanats, el conjunt del sistema
resta format pels equivalents més els Ny debanats reals. Aplicant les metodologies de
modelitzacié habituals (debanats acoblats), es determina la matriu d’inductancies
(acoblaments). Es convenient separar els debanats reals dels equivalents, pel que es mantindran
separats els fluxos concatenats per uns i per altres:

Pg (Ngx1) ] _ [ Lga (NgxNg)  Lgm (Ng X Ny,) ] [ ig (Ngx1)
Ym (N x 1) - Lng (Nm X Ng)  Lym (N X Nip) leq (Np x 1)

On per definicié (construccid)

gt
Ldm_ md

La coenergia passa a valer

1 L L
o st -t dd dm
ng - 2 [ td leq ] [Lmd me ] [ Leq ]

) (l;cl Lgq iqg + i(tj Lam ieq + igq Ling ta + igq Lynm ieq ) =
— 1 -t : -t . .t .
- E ( ig Laga iq + leq Lyym leq ) + 14 Lam leq

Anomenant Yy, = Lgm leq al flux concatenat pels debanats reals degut als imants

—_

. 1 . .
Wr{lg = E l¢ti Lqq ig + E lgq Limm leq + lé Ydam

El parell (forca) es pot deduir com en el cas de debanats acoblats

aWI{lg 1 1 d 0
= 96 2 ld EY: (de) lq+5 leq 69( mm) leq + ld 90 (Ydm)

Els tres termes sén de facil interpretacio:

e Parell corresponent a la interaccié entre els corrents dels debanats:

1

Py ld 50 (de) iq

Es el mecanisme més freqiient de generacié de parell

e Parell corresponent a la variacid de reluctancia (interaccié entre els imants):
.t .
=ity — (Lpm) §
2 ‘eq 5g \Wmm/ feq

10
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Es el mecanisme menys freqiient. Per tal que el terme sigui no nul les reluctancies que
descriuen I'acoblament entre els imants han de ser variables amb la posicid, és a dir, la
recta de carrega dels imants ha de variar amb la posicid. Com a metode de generacié de
parell continu o, si més no, ciclic, no fora viable amb els imants que no disposin d’una
corba de romanencia recta (Neodimi). En cas de qualsevol altra corba es requeriria una
re-magnetitzacié dels imants, amb un cost energetic que impedeix I'Us com a maquina
eléctrica. Fins i tot amb el cas del Neodimi no és interessant per les pérdues d’histeresi
associades a la variacio del punt de treball. Aquest mecanisme de generacié de parell
només és util per a explicar (calcular) sistemes basats amb imants amb moviments
discrets.

e Parell corresponent a la interaccioé entre els fluxos dels imants i els corrents dels
debanats:

d
ig %("de)

Es el mecanisme tipic de maquines com la Brushless, on la constancia de la recta de
carrega dels imants fa que el terme de variacié de reluctancia dels imants sigui nul. Pero
la posicio variable del rotor dona lloc a una variacid del flux concatenat pels debanats
degut als imants.

11



