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6.1 Transformada de Fourier

6.1 Transformada de Fourier
Definicié Donada una funcié f(t), la transformada de Fourier de [ és

+o0 .
Flw) = FLI(1)} = / F(t)e i dt

Diem que f(t) és la transformada inversa o antitransformada de F(w) . Es
compleix:

£ =F{F@) = o [ ; F(w)e! do
La notacié:
f(t) «—= F(w)
equival a

F(w)=F{f(t)}, F(w) és la transformada de f(¢)
i també a
ft)=F HF(w)}, f(t) és I'antitransformada de F(w)

Tant f(t) com F(w) sén funcions complexes de variable real.
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6.1 Transformada de Fourier

Exemple 1: La funcié impuls rectangular

L'impuls rectangular és la funcié

pal®) = {1 si ft| <a

0 sift|>a

-a a
La seva transformada de Fourier és

a

Fln0) = [ e sta= [

—a

1 a
e—jwt dt = [ : e—jwt:| _
_Jw —a

1 s : 2
— (739 — eI¥Y) = —sinwa
—jw w
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6.1 Transformada de Fourier

Exemple 2: La funcié exponencial

—at gt >0
» La funcié f(t) = e s! , amb a > 0, té transformada
0 sit<0
+o0 . +o0 . 1
F(w) = / f(t)e 3%t dt = / e e IWhat = _
—o 0 a—+ jw
0 it>0
» La funcié f(t) = S! , amb a > 0, té transformada
e sit<0

+o00 ) 0 ) 1
F(w) = / f(t)e 3t dt = / eem IVt gt = -
o a— jw
a>0

< =

No existeix Ia transformada de la funcié f(t) = e, amb a # 0, perque

e a>0

lim f(t) =00, sia>0 lim f(t) =00, sia<0
r—r+00 r—r—00
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6.1 Transformada de Fourier

Serie de Fourier i transformada de Fourier
Donada un funcié f(t), considerem la funcié T-periodica:

) r@ si -2 <t<
fT(t){f(t—i—T) i |t] >

Sl

w2 A

T/2

amb serie de Fourier: fr(t) Z e 30t amb ¢, = =
k=—o00 T -T/2
,iperak>1, wp=kwy Definim la funcié (de variable

Recordem: wy = 2?

discreta):
T/2 ‘
F(wk) = TCk = / fT(t)eijkwot dt
—-T/2
Es compleix:
kwot __ kwot
Z cy, eIF0 =5 Z F(kwg) eI wy.
k=—oc0 k=—o0

La transformada de Fourier s'obté fent tendir el periode T" a 400
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6.1 Transformada de Fourier

/ )
F(wg) =Tey, = /T : frt)e dkotar —  F(w)= /+

—jwt
—T/2 T—+oo —00 f(t)e di
o jkwot _ jwt
fr( =5 g F(kwg) e wo e f@®) 5 /_OO F(w)ed** dw

Hem de tenir en compte que, quan T' — +oc:
» En la transformada: fr passa a ser f.

» En I'antitransformada:

> wy és la diferencia entre dos valors consecutius wy+1 — wg i, per tant
passa a ser dw.

> kwq és el punt on estem avaluant la funcié F, i per tant passa a ser

F(w).
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6.1 Transformada de Fourier

Observacié

» Espectre d'amplitud i espectre de frequeéncia

Donada una funcié real o complexa f(t), la seva transformada de
Fourier és una funcié F(w) complexa. Podem escriure:

F(w) = R(w) + jI(w) = [F(w)| - eI

|F'(w)| es diu espectre d'amplitud de f.
¢(w) es diu espectre de fase de f.
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6.1 Transformada de Fourier

Existéncia i convergencia de la transformada de Fourier

» Condici6 suficient d’existéncia de la transformada de Fourier

Si f és continua a trossos i de quadrat integrable, és a dir,

+o0
/ |f(8)2dt < +o0

aleshores existeix la transformada de Fourier de f(t).
La condicié és suficient perd no necessaria.

» Si f(t) és C! a trossos, aleshores:

1 [t . 1
Flw)e® do = S(105) + 1(t5)

2 )

Per tant, si f és continua en %, aleshores:

fto) = FH{F{f(to)}}

Es I'equivalent de les condicions de Dirichlet per a series de Fourier.
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Propietats relacionades amb operacions

Propietats relacionades amb operacions

f(t) = F(w)

1. Linealitat
af(t) +bg(t) +— aF(w)+ bG(w)

2. Translacié en temps
flt —tg) +— e ¥ (W)
Translacié en freqiiencia
f(t) et «— F(w— wp)

3. Dualitat
F(t) +— 2nf(—w)
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Propietats relacionades amb operacions

4. Canvi d'escala )
flat) «— —F (f>
o] \a
Observacié Com a consequiéncia, fent a = —1:
f(=t) «— F(-w)

Per tant:
> f(t) és parella si i només si F(w) és parella.
> f(t) és senar si i només si F(w) és senar.
5. Derivacié en temps

flt) = jwF(w)
) (Jw)"Fw)

Derivacié en freqiiéncia

S o e F(w)
(30770 e F(w)
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Propietats relacionades amb operacions

6. Modulacié
1
f(t) coswot +— §(F(w —wo) + F(w+ wp))

7. Conjugacié
(t) +— F(—w)

S~
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Propietats relacionades amb operacions

Exemple 3: La funcié impuls triangular
L'impuls triangular és la funcié

1+t/c si —ec<t<O
¢@(t)=<1—t/c si0O<t<c

0 si[t| >c
/17\
—c \ C

La seva transformada de Fourier es pot calcular directament o aplicant les
propietats de derivacié en temps i de linealitat.

Directament

Qc(w) = / ge(t)e 39t dt = / (1 + c) €_Jwtdt+/ (1 - c> e IWtdt =
—00 —c 0

1 . - 4
= — (=3 +2-e¥) = ——sin” —
w?e
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Propietats relacionades amb operacions

Aplicant propietats. Observem que

( ) 2( >
C C 2

.(t)= 4 —-1/c si0<t<c < 5
0 si |t] > ¢
1
c
—C 1 c
T ¢
—jwt 2
Sabem que: po(t —to) «— e I —sin(wa)
w
Per tant: F{q.(t)} = 2 395 sin 2° 2 e395 gin ° =
LT T 2 we 2
2 we, ;e - 47 we
= —sin —(ed¥2 — e I¥2) = — gin —
s (e e ) s
Aplicant la propietat de derivacié: F{¢.(t)} = jwQ.(w) obtenim
4 we
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Transformada de funcions reals

Transformada de funcions reals

f(t) «— F(w) = R(w) + jI(w)

freal & f(t)=f(t) & F(w) = F(—w) [P. de conjugacid]

Aix0 és equivalent a:

R(w) + 1) = R(—w) — 31(~w) & {

» La part real de F'(w) és una funcié parella.

» La part imaginaria de F'(w) és una funcié senar.
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Transformada de funcions reals

Com a conseqiiéncia:

> f és una funcié real i parella si i només si la seva transformada de
Fourier és una funcié real i parella.

» f és una funcid real i senar si i només si la seva transformada de
Fourier és una funcié imaginaria pura i senar.

» Si f és real, a partir de la descomposicié de f en suma d'una funcié
parella i una funcié senar es dedueix:

f@) = fot) + [s(t) = F(w) = R(w) + jI(w) =

fpt) < R(w)
- { Folt) > 3I(w)
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Transformacions sinus i cosinus

Transformacions sinus i cosinus
Definicio
La transformada cosinus de la funcié real f(t) és:

+oo
Fe{f(t)} = ; f(t) cos(wt) dt

La transformada sinus de la funcié real f(t) és:

+oo
Fs{f(1)) = /0 £(t) sin(wt) dt

Observacié
+00 , Foo
FU@OY= [ Uprehe = dt = [ (o7 f(0) coswt— sinwt) di =
+oo +oo
= fp(t) coswt dt — j fs(t) sinwt dt =
=2 +Oofp(t) coswt dt — 2j +Oofs(t) sinwtdt = 2Fc{fp(t)} —2jFs{fs(t)}
0 0
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Transformacions sinus i cosinus

Transformacions sinus i cosinus, funcions parelles i senars

1 [t .
Tenint en compte que f(t) = 2—/ F(w)ed*! dw:
™ —00

FLA)} =2Fc{f(t)}

> f parella = 9

ft)=— /O+oo Fe(w) cos wt dw

s

FU ()} = =23Fs{f(t)}
> f senar = 9 [too

f(t) = =/ Fy(w) sinwt dw
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6.2 Propietats de la transformada de Fourier Igualtat de Parseval

lgualtat de Parseval

La igualtat de Parseval proporciona una relacié entre I'energia de f(¢) i la
de la seva transformada.

+0c0 400
/ If(t>|2dt=1/ |F(w)]? dw.

—o00 2m —00
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6.3 El producte de convolucié

El producte de convolucié

Definicié El producte de convolucié de dues funcions integrables f i g és
la funcié

(Fra)t) = FO gy = [ F()-glt — s)ds

Propietats
> frg=gxf
> fr(g+h)=frxg+f*h
> (fxg)xh=fx(gxh)
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6.3 El producte de convolucié

Teorema de convolucid

» Convolucié en temps
f(#)xg(t) «— F(w)-G(w)

» Convolucié en frequencia

F(1) - gt) ¢ 5= F(w) » Gl)

s
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6.4 Funcions generalitzades § de Dirac

6.4 Funcions generalitzades

0 de Dirac
Definicié La funcié generalitzada § es defineix a partir del valor d'una
integral:
[ st 10) -ty - {g%) Hoce

Propietats

> §(t) = o(—t)

> f(0)S(t — to) = f(to)d(t — to)

> f{t)x0(t) = f(2)

> f(t) x6(t —to) = f(t —to)
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6.4 Funcions generalitzades § de Dirac

Propietats relacionades amb la transformada de Fourier

. F{5(0) = /_ T sty dt = 1

» F{06(t—to)} = /+OO e IS (t — tg) dt = e7 W0
També es pot calc_uolc::\r aplicant la propietat de translacié:
F{0(t —tg)} = e IO F{(t)} = eIVl
» Aplicant la propietat de dualitat:
F{1} =276 (—w) = 270 (w)
Fle 3} = 275(—w — a) = 275 (w + )

» Si f(t) «— F(w), aleshores, aplicant el teorema de convolucié:

FLf@) #6(8)} = F{f ()} F{o(t)} = F(w)
FLf(E) % 6(t —t0)} = F(w)e 3% = F{f(t - to)}
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6.4 Funcions generalitzades Transformada de les funcions sinus i cosinus

Transformada de les funcions sinus i cosinus
Observacio

» Hem vist, utilitzant la funcié § que:

1 +— 27(w)
edwol ¢« 276 (w — wp)

Aquestes transformades NO es poden calcular directament, perque
NO EXISTEIXEN les integrals:

+m . +w . .
/ e 3vtat / eItwo o= Jtw gy
o0 — 00

» Aquestes funcions no compleixen la condicié suficient d’existéncia de
la transformada de Fourier:

/+Oo IO dt = +oo  pera f(t) =11 f(t) = eIt

—0o0
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6.4 Funcions generalitzades Transformada de les funcions sinus i cosinus

Transformada de les funcions sinus i cosinus

La transformada de les funcions sinus i cosinus tampoc es pot calcular
directament, perque NO EXISTEIX la integral:

+oo :
/ eIt sintdt

—0oQ
i tampoc es compleix la condicié suficient d’existéncia de la transformada
de Fourier.
Utilitzant
eIt 5 271 (w — wp)
i la férmula d'Euler, s’obté:

ejwot + e—jwot
cos wot = 5 —  m(0(w—wo) + d(w + wo))
ejwot _ e—jwot

sinwot = o jm(6(w + wp) — 0(w — wp))
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6.4 Funcions generalitzades Funcié v de Heaviside

Funcié u de Heaviside
Definicidé La funcié u de Heaviside es defineix per:

u(t):{1 sit>0

0 sit<0
Propietats
> '(t) = 6(t)
 u(t) = 5(1+ sgn(1), on

1 sit>0
sen(t) = -1 sit<O

u(t) sgn(t)
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6.4 Funcions generalitzades Funcié u de Heaviside

Transformada de Fourier de la funcidé de Heaviside

1
u(t) +— mo(w) + o
u(t — to) s €90 (5(w) + ) = mh(w) + e o
Jw jw
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6.4 Funcions generalitzades Funcié v de Heaviside

Propietat d'integracid

f{t) = F(w)

/t f(s)ds +— %F(w) +7F(0)d(w), peraw #0

o J
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6.4 Funcions generalitzades Funcié v de Heaviside

Funcions periodiques

f(t) funcié T-periodica, amb série de Fourier:

. 27
f(t) ~ kz_: Ckekaot, wo = T
La transformada de Fourier de f és:
Fw)=F{ft)} = Y aF{™}=2r Y ¢ dw - kwp).
k=—00 k=—o00
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6.4 Funcions generalitzades ~ Transformada d'un tren de deltes

Tren de deltes

Definicié Un tren de deltes és la funcié generalitzada

Sr(t) = i 5(t — kT)

k=—o00

or(t)

T273T
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6.4 Funcions generalitzades Transformada d'un tren de deltes

Transformada d'un tren de deltes

Considerem el tren de deltes com I'extensié T-periodica de (t).
Els coeficients de la seva série de Fourier complexa sén:

T 2
/ P2 sy ethent gy — L ko0 _ L
T/2 T T
Per tant:
jkwot _ © jwo
IR S
k=—oc0 k=—0o0

| la transformada de Fourier de d7(t) és:

F{o7(t) Z 21 6(w — kwo) = Z 5(w — kwp) = Wb, (w)
k—foo k=—00

La transformada de Fourier d’un tren de deltes és també un tren de deltes.
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6.4 Funcions generalitzades Transformada d'un tren de deltes

Extensié periodica com a producte de convolucié amb un
tren de deltes

Si f(t) esta definida en I'interval (—%, %] la seva extensié periodica es
pot expressar com:

F(t) % 0p(t) Z f(t —kT)

k=—o00
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