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Disseny de corbes

Disseny de corbes

Lescorbesapareixen en:
ga ques de funcions, contorns d'objectes, intersecciams superfcies,
llocs geonetrics,...

| admeten diferents representacions com ara:

@ Implcita: equacd/ns que satisfan les coordenades dels punts de la
corba

@ Paranetrica: en funco d'un paametre
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Disseny de corbes

Disseny de corbes

(1) Interpolaco lineal

1.1 En un segment. es parametritza el segmenPyP; a partir de les
coord. barientriques dels seus punts en la refeencia &fPo; P1g:

\ ()= (1 t)Po+ tP1; t2][0;1]

P= Py + %Popl
|
P= 1 coord. af en la ref. af fPo; PoP1g

1 1 1
= + — == _ + =
P=Po+ 2(P1  Po) (1 3)Po+ 3P

P= (%; %) coord. barientriques en la ref. aff Po; P1g

Observa que (t) es pot interpretar com
@ Unafunco : [0;1]! R"
t7! (1 t)Pp+ tPg
@ Una combinaco af : (t)es el punt de coord. barientriques (1 t;t)
en la ref. af fPg;P1g (veure corbes de Bezier, mgs. 12 i 18).
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Disseny de corbes

Disseny de corbes

1.2 En un fragment de corba s'aproxima la corba per la colecco de
segments que uneixen punts consecutius triats sobre la @rb
Problema: cal coreixer els punts!

(2) Corbes parametritzades
Es dibuixen com a trajecbries d'una funcb. La representase'n
diu grafi tes el paametre.

[a;bp! R"
t7!  (b)
Circumfeencia o .
(centre(0; 0), radi: 1) Helix circular:
o [0;2 ]! RS

[0;2 ]! R?

) t 7! (acost;asint; bt)
t 7! (cost; sint)
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Disseny de corbes

Disseny de corbes

Observaco encara que la corba estigui de nida a l'intervgl; 1] (veure
corbes de Bezier, jag. 18), es poden utilitzar altres imtals fent:

[a;p! [0;1]! R"
t7! L—g 7! (L—g)
2.1 Parametritzacions poliromiques

| R! R"
t7! (pa(t);  ;pa(t)); pi(t) on polinomis ent.

Ex. Les corbes de Bezier, com per exemple (veure mgs. 18)i 1
[0;1]! R?
t7! (2t 1;2t2 2t+1)
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Disseny de corbes

Disseny de corbes

2.2 Parametritzacions racionals

| R! R"
t7! 218 228 . pi(t); g (t) polinomis ert;

8i; 8t21;qi(t) 80.
Permeten dibuixar nes corbes que les poliromiques, per ex
gualsevol mnica (encara que tamke tenen problemes):
Ex. Circumfeencia de centr€0;0) i radir:
)= ritor 2, Jt2R(t!1 )

1+t20 1+

EPSEVG & MA IV; Mere Claverol i Antoni Ras Matenatiques del Disseny 7=52



Disseny de corbes

Disseny de corbes

3. Corbes spline
Sn corbes compostes, es a dir, el resultat d'empalmar dweses
corbes. Donen molta exibilitat de disseny, peo cal vigilamb com
es connecten (problema de la continwtat geonetrica).
EXx.
_ (t+D? 11 2 t< 0
(1) = 2.43
@ (@ %] 0t 2
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Disseny de corbes

Exemples de corbes

o Recta
En R?, que passa pel pur® = (a;b) i & direcco v = (Vi V)
(t)=(a+tvy;b+tvy); t2R
EnR3, que passa pel pur® = (a;b; g i & direccd v = (v1;Va;V3)
(t)=(a+ tvy;b+ tvy;c+tvy);, t2R
o Pambola
Amb \ertex (0,0) i directriuy = 1=4a
(t)=(tat?); t2R
@ Circumfeencia
De centre(cy; cp) iradir
(t)=(cp+ rcost;cy + rsint); t2][0;2 ]
o Ellipse
De centre(cy; cp) i semieixosa i b
(t)=(cy + acost;c, + bsint); t2][0;2 ]
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Disseny de corbes

Exemples de corbes

o Cicloide (t)= R(t sint);R(1 cost); t O

y
Corba que descriu un pur® X
d'una circumfeencia de radR
gue roda sobre una recta.
X
[=) 2pR

@ Epicicloide
()= (R+r)cost rcos(Rt—')t;(R +r)sint rsin
t O

(R+r1)t
r

Corba que descriu un pur® x
d'una circumfeencia de radr

gue roda sobre una circumfeencia
de radiR.
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Disseny de corbes

Exemples de corbes

@ Espiral logartmica

(t) = (a€™ cost;ae™ sint) t2 R e
(a> 0; m2 R xats) .

@ Clotoide de Cornuy . Z,

(t) = Ocos(zuz)du; sin(zuz)du

0

Q S'utilitza per unir rectes amb

circumfeencies

o Helix circular

(t) = (acost;asint;bt) t> 0
(a> 0; b2 R xats)
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Lesecniques de Bezier n un nmetode de dibuixar corbes per
aproximacb: es tria un conjunt de punts de control que governaa

la forma de la corba, encara que la corba nones passan pel p rimer
i ultim dels punts

@ Inicis: 1960 Bezier (Renault), Casteljau (Citroen)

o |dea felt: expressar les corbes de Bezier cont@mbinaco af dels
punts de control ,es a dir, combinaco de punts on la suma de
coe cientses 1. Es poda fer amlels polinomis de Bernstein

@ A nes, quan vulguem aplicar una a nitat a la corba, nones Ida
trobar les imatges dels punts de control!
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de B cD i propietats
Algoritme de de C: au
Operacions amb de Bezier

Polinomis de Bernstein

Espai Vectorial dels polinomis

El conjunt de tots els polinomis de grau nes un espai vectorial de
dimensbn +1. Una basees 1;t; ;t"g.

Polinomi de graun, amb coe cients reals i variable
apl+ ajt + +apt"; a4 2R
@ Els coe cientsa; no tenen un signi cat geonetric global.

@ Petits canvis en elg; fan que el polinomi canvie molt per a valors
grans det.0

£3.1
1 05t3-1

27 0 1 6 5 6
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Polinomis de Bernstein

Una base alternativapolinomis de BernsteifiBf; ;B g.
Com es de neixen?

Vegem un exemple:
Ex.n=1 Basel:f 1;tg
Base2 (Bernstein)fBl =1 t;B] =tg

Polinomi expressat en les dues bases:
21+3t=2(1 t)+5t

Observa queB}, B}: 1) ©on coord. barientriques(l t)+t=1
2) on del mateix grau((1 t);t graun=1)
3) on els termes de la poencig(l t) + t)"
desenvolupant pel binomi de Newton amb= 1
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Polinomis de Bernstein

Donatn 2 N, eliesim polinomi de Bernsteinde gram (0 i n)es

Bin(t)_ I'(nn I)I(l t)n it

Sn els termes que apareixen en desenvolupar pel binomiastdh la
poencia (1 t)+ t)"= B{(t)+ + B (t)

n=1 1=((1 BH+ti=@1 t)+t
n=2 1=(1 B+ 1)2=@1 t)2+20 t)t+ t?
n=3 1=(1 tH+13=@1 1)¥+30 2t+30 t2+1t3

Bases formades perols. de Bernsteiper als conj. de pols. de grau n:
n=1:fBl=1 t;B}=tg

n=2:fBZ=( t)? B?
n=3:fB3=(@1 )3 B}

21 tt; BZ=t%g
31 t)%t; B3 =31 )% B3 = t3g
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Polinomis de Bernstein

B(0,2) B(2,2) B(0,3) B(3,3)
B(1,2)

(1.3)

4 B B(0,1) B -
0 ‘ 1 0 0
Bi=1 t BZ=(1 1t)? Bi=(@1 )3
Bi=t Bf=121 t)t Bf=3(1 t)%
B2 = t? B3=3(1 1)t?
B3 =13
Observa que es poden obtenir de forma recursiva:
BM"t)=( t)B" ()+tB" *(t) 81>1 8; 1 i n 1

(Els de graun > 3 no ens faran falta)
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Polinomis de Bernstein

Propietats dels polinomis de Bernstein:
@ Sn coord. barientriques:B (t) + B (t) + + BJ(t) =1;8n;t
(generalitzen la interpolaco lineal)
o Simetria: B{'(t) = B) ;(1 t) @til per invertir el sentit de la

corba)
@ Positivitat: B{'(t) 08n;8t 2 [0; 1]
o Maxim: B{'(t) & un maxim absolut, dins l'interval[0; 1], at = i=n.

@ Recursd: B'(t) = (1 t)B" *(t)+ tB" (t)8n> 1;8t (til per al
@lcul recursiu a partir d'expressions de grau nes petés la base de
l'algoritme de de Casteljau).
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicb i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Corba de Bezier

Donatsn + 1 puntsPy; P, 2 R¥(k =2;3), la corba de Bezier que
de neixenes la corba parametritzada

[B(t) = B{()Po+ BI(DP1+ + BJ()Py; t2[0;1]]

on B (t) 9n els Polinomis de Bernstein
Po;  ;Pn on elspunts de controli, unint-los d'un en un per segments
s'obe el polgon de control nes el grau de la corba.

K K

Corbes de Bezier de grau 3 amb els seus polgons de control.
B(t):= B3(t)Po + B(1)P1+ B3()P2 + BS(1)Ps; 12 [0;1]

4
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicb i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Troba la corba de Bezier amb punts de control
Po=( 1,1); P1=(0;0); P2=(1;1)
Utilitzem els polinomis de Bernstein perra= 2 (B3(t); B2(t); B3(t) )
B(t):= (1 1)?Po+ 2(1 t)tPy+ t?Py =
= (1 t)%( L1+ 21 t)t0;0)+ t?(1;1) =
=2t L2t> 2t+1) t2]0;1]

\Y/
P1
Corba de Bezier amb el seu polgon de control.
19=52

EPSEVG & MA IV; Mere Claverol i Antoni Ras Matematiques del Disseny



Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicb i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Observa qudes corbes de Bezieoon combinacions a ns dels punts de
control. Ao fa que la corba es mantingui dintre de I'envolupant

convexa d'aquests punts.
P1
P1
P1
e e
== P2
PO/\/PB /
PO
p2 PO
Propietats:

@ Invarancia af: Per transformar amb una a nitaff una corba de
Bezier, n'hi ha prou amb aplicar I'a nitat aIstunts de contto

siB(t)= P i 0 Bl'(t)P;i, aleshored (B(t)) = -, B'(1)f (P})
@ Pas pels extremsB(0)= Py, B(1)= Py
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicb i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Observa qudes corbes de Bezieon combinacions a ns dels punts de
control. Ao fa que la corba es mantingui dintre de I'envolupant

convexa d'aquests punts.

p1 P1
A P1
// N ’.\\\
e S ; ~» P2
AN / -7
PO NP3 a8
\\\ // PO
N .
M PO
P2\~

Propietats:
@ Invarancia af: Per transformar amb una a nitatf una corba de
Bezier, n'hi ha prou amb aplicar I'a nitat als punts de contto

P
siB(t)= [, B'(t)P;, aleshores (B(t)) = [, B (1)f (Py)
@ Pas pels extremsB(0)= Py, B(1)= Py
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicb i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Corbes de Bezier
@ Tangencia: La corbaes tangent, en els seus extrems inicial i nal, al

primer i al darrer segment del polgon de control, respeatnent.
* Corba de grau 28(t) = (1 t)?Po+ 2(1 t)tP; + t?P,
B(0)= Po B(1)= P>

P1

BY0)=2(P1 Po)
BAL)=2(P; P1)
PO P

* Corba de grau 3:
B(t)= (1 t)3Pg+ 3(1 t)%tPy+ 3(1 t)t?P, + t3P3

B(0)= Po B(1)= P3

P P2
BY0)=3(P1 Po)
BY1)=3(Ps Py) >
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Corbes de Bezier

Corbes de Bezier

Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier. De nicb i propietats

Algoritme de de Casteljau

Operacions amb corbes de Bezier

Es important l'ordre en qie es donen els punts de control
P1

fPo; P2; P1; Pag

P2

P3

Si es vol canviar el sentit de la corba, n'hi ha prou amb invditirdre:

PO
B(Y) = j i BI'(t)P;
B t):= P " Br o P P
P P2
fPo; P1; P2; P3g
PO P

EPSEVG & MA IV; Mere Claverol i Antoni Ras
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

Pep, a partir del punts de control, com es genera la corba?

Algoritme de de Casteljau

Es un procediment recursiu per calcular, partint del punesabntrol, el
punt de la corba corresponent a un vato® [0; 1] del paametre.

En cada pas de l'algoritme, es fa ui@erpolaco linealper a cada parell
de punts consecutius obtingut al pas precedent.

PasO0: P[i; 0] :

Pi; o i n

Pasr : PJi;r]:

@ tHP[i;r 1]+ tPli+21;r 1];
0 i n nil r n 1

Pasn : P[0;n]:= (1 1P[O:n 1]+ tP[Ln 1] = B(t)
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Polinomis de Bernstein
Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats

Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

Construccd d'una corba de grau:2polgon de control: f Pg; P1; P2g.
P[0; 0] := Po; P[1;0] := P1;P[2;0] := P».

P[1,0]

P[0,0] P[2,0]

EPSEVG & MA IV; Mere Claverol i Antoni Ras Matenatiques del Disseny 25=52
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
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Algoritme de de Casteljau

Construccd d'una corba de grau:Zpolgon de control: f Pg; P1; P2g.
P[0; 0] := Po; P[1;0] := Py;P[2;0] := P».
Fem interpolaco lineal en els segments que formen:
P[L,0] P[0;1]=(1 t)P[0;01+t P[1;0]
& P[L1=(1 t)P[L0}t P[20]

P[0,1

P[0,0] P[2,0]
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

Construcco d'una corba de grau:2polgon de control: f Pg; P1; P2g.
P[0; 0] := Po; P[1;0] := Pq;P[2;0] := P».
Fem interpolaco lineal en els segments que formen:

PIL0] P[O;1=(1 t)P[0;0+t P[1;0]

& PIL1=( t)P[L0l+t P[20]

P[0, L]~ PI0.2] Tornem a fer interpolaco lineal:
Pl0.,0] PI0] P[0;2]= (1 t)P[0;1]+ tP[L1]=

=@ t)(@ t)P[0;0]+tP[L;0])+ t((1 t)P[1;0]+ tP[2;0])
= (1 t)?P[0;0]+ 2(1 t)tP[1;0]+ t?P[2;0]
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Polinomis de Bernstein

Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
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Algoritme de de Casteljau

Construcco d'una corba de grau:Zpolgon de controlf Py; P1; P2g.
P[0; 0] := Po; P[1;0] := P1;P[2;0] := Pa.
Fem interpolaco lineal en els segments que formen:

P[L,0] P[O;1=(1 t)P[0;01+t P[1;0]
P[L1=@ t)P[L1;0+t P[2;0]
Tornem a fer interpolaco lineal:
P[0;2]= (1 t)P[0;1]+ tP[1;1]=
=1 t)(Q@ tP[0;0]+tP[1;0D)+ t((1 t)P[L;0]+ tP[2;0])
=/ (1 t)°P[0;0]+ 2(1 t)tP[1;0]+ t?P[2;0] = B(t)

Hem obtingut I'expresso de la corba de Bezier com a combibaaf dels
3 punts de control, on els coe cients n pols. de Bernsteéi@ grau 2.

Si xem per al paametret un valort 2 [0; 1], obtenim un punt de la
corba: P[0; 2]= B(t ).
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

P[1,0]
Construccd d'una corba de grau:3 P[2,0]
pol. de controlf Py; P1; P2; P39

P[0.0] P[3,0]

B()= (I 1)3Pg+ 3(1 1)%tPy+ 3(1 t)t2P, + t3P3 \ P[i: 0] := P,

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0;0]

& producte per (1 t) |

P [1; O] ! producte per t

P[2; 0]

P[3;0]
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Polinomis de Bernstein
Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau

Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

Construccd d'una corba de grau:3
pol. de controlf Py; P1; P2; P39

P[0.0] P[3,0]

B()= (1 1)3Pg+ 3(1 1)2tP; + 3(1 nﬁm+ﬁm\mnm:Pi

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0;0]

& & producte per (1 t) |
P[1;0] :& P[0; 1] I producte per t
P[2;0] ! P[1;1]

&
P[3;0] ! P[2;1]
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Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau

Corbes de Bezier

Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

Construccd d'una corba de grau:3
pol. de controlf Py; P1; P2; P39

P[0.0] P[3,0]

B()= (1 1)3Pg+ 3(1 1)2tP; + 3(1 nﬁm+ﬁm\mnm:Pi

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0;0]
& & producte per (1 t) |
P[1;0] ! P[O; 1] I producte per t
& &
P[2;0] ! P[L;1] ! P[O; 2]
& &
P[3;0] ! P[2;1] ! P[1: 2]
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Polinomis de Bernstein
Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

_ PILO; 1)
Construccd d'una corba de grau:3

pol. de controlf Py; P1; P2; P39

PIO.0] P[3,0]

B()= (1 t)Po+ 3(1 t)%tPy+ 3(1 UFPT+§%‘PEOL:P

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0; 0]
& & producte per (1 t) |
P [1; O] ! P [O; 1] ! producte per t
& &
P[2,0] ! P[1;1] ! P[0; 2]
& & &
P[3;0] ! P[2;1] ! P[1;2] !

P[0;3]
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
Algoritme de de Casteljau

Operacions amb corbes de Bezier

Algoritme de de Casteljau

_ PILO; 1)
Construccd d'una corba de grau:3

pol. de controlf Py; P1; P2; P39

PIO.0] P[3,0]

B()= (1 t)Po+ 3(1 t)%tPy+ 3(1 UFPT+§%‘PEOL:P

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0; 0]
& & producte per (1 t) |
P [1; O] ! P [O; 1] ! producte per t
& &
P[2,0] ! P[1;1] ! P[0; 2]
& & &
P[3;0] ! P[2;1] ! P[1;2] !

P[0;3] = B(t)
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Algoritme de de Casteljau

Exemple. Troba la corba de Bezier amb punts de control
Po=( 1;1); P1=(0;0); P, =(1;1) (ex. mg. 19)

Utilitzem l'algoritme de de Casteljau:
& producte per (1 t) |

! producte per t

Po=( 11)
&
P1=(0;0 ! ( 1+t1 1t)
& &
P=(1;1) ! (t;t) I B(t)=(2t 1;2t2 2t+1)

t 2 [0;1]

Observa quesi xem d'entrada el valor de, t = t , i apliquem
l'algoritme de de Casteljau (multiplicant pet t ot ), el que tenimes
un punt de la corba de Bezier, el purB(t ).
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Operacions amb corbes de Bezier

Operacions amb corbes de Bezier de grau n:

1 Canvi d'un punt de control Si es canvia un dels punts de control, el
canviafecta tota la corba; peo la modi cacoes nes acusada en el
tram mes proper al punt que es canvia.

»

2 Qilcul de derivades, en termes dels polinomis de Bernsteitels
punts de l'algoritme de de CasteljaBerveix per obtenir els vectors
velocitat igcceleraco:

BY) =n  L'(Pw P)B! ‘()= n(P[Ln 1] P[O;n 1]
P
BR) =n(n 1) [L’(Psz 2P + P)B (1) =
nin 1(P[2;n 2] 2P[L;n 2]+ P[0;n 2]
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
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Operacions amb corbes de Bezier

Operacions amb corbes de Bezier

3 Subdivisd: Serveix per a dividir una corba en dues d'empalmades. Si
volem enllecar-les pel punB(t ); t 2 (0; 1), cal aplicar I'algoritme
de de Casteljau per al valor i calcular els punt$[i; r ].

punts control fragmentl: diagonal

N [Poio | Pio;uf{Poi21} P03l
P[1;0] A P[0; 1] 2
P[2;0] f& PI1:1] (!& P[0; 2]
P30 P21 P2 FI0:31= Bit)
/\” [0.3]=B(t 5
P[0,2]
P[0,1
pidol Pl P80l
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
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Operacions amb corbes de Bezier

3 Subdivisd: Serveix per a dividir una corba en dues d'empalmades. Si
volem enllacar-les pel punB(t ); t 2 (0; 1), cal aplicar I'algoritme
de de Casteljau per al valor i calcular els punt$[i; r ].

P[0; 0] punts control fragmentl: diagonal
& P[0; 0],P [0; 1],P [0; 2], P[O; 3]
P[1;0] ! P[0; 1] punts control fragment2: darrera la
& & . . . .
P[2;0] ! P[1;1] ! P[0; 2] | P10;3] || P12 || Pl2:1] || P13 0] |
&
|P[3;0]|! |P[2;1]|! P12 ]! P[0;3]= B(t )
P[1,2]

[0,3]=B(t 9

P[3,0]
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Operacions amb corbes de Bezier

4 Elevaco de grau Serveix per rede nir una corba de graucom a
corba de grawn + 1. Aquesta & polgon de control

fQo;  ;Qn+10, amb

Qo = Po;
Q= #7Pi 1+(1 =P (@ i n);
Qn+1 = Py
Q2
Q1 Q3

B(1)

Q4=p3
Q0=pP0O
38=52
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Corbes de Bezier Corbes de Bezier. De nicd i propietats
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Operacions amb corbes de Bezier

Operacions amb corbes de Bezier

Exemple. Divideix la corba de Bezi@(t), amb punts de control
Po=( 1,1); PL =(0;0); P, =(1;1), en el puntB(1=3). Indica els
punts de control de cadascuna de les parts.

Alg. de de Casteljau amb=1=3

& producte per1 t=2=3 |

! producte per t =1 =3 |

Po=( 1;1)
&
P1=(0;0) ! ( 2-3,2-3)
& &
P,=(1;1) ! (1=31=3) ! B(1=3)=( 1=3;5=9)

@ Punts de control de la primera part (diagonal, de dalt a baix)
Po=( 1;1); ( 2=3;2=3);( 1=3;5=9)= B(1=3)

@ Punts de control de la segona part @ltima la, de dreta a eserra):
B(1=3)=( 1=3;579); (1=3,1=3); (L;1) = P
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Corbes de Bezier i continwtat geornretrica

Corbes de Bezier i continwtat geonetrica

Continwtat geonetrica en la und de corbes de Bezier

@ Continwtat G°: Cal que el primer punt de control de la segona
corba coincideixi amb el darrer punt de control de la primecaba.

@ Continwtat G*: Cal que hi hagi continutatG® i, a mes, el primer i
segon punts de control de la segona corba han d'estar alinaaiis
el perultim punt de control de la primera corba.

@ Continwtat G2: Quan hi ha continutatG* i, a mes, coincideixen els
cercles osculadors (els veurem mres endavant) a cada conbal e
punt d'uno.

o /

La corba de l'esquerraes launo de 4 corbes de Bezier de grau 3. El programa ( gura feta amb
Corel-draw) permet moure els punts de control per moldejar & corba nal.
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Corbes de Bezier i continwtat geornretrica

Corbes de Bezier i continwtat geonetrica

Unb G! de corbes de Bezier de grau 2

P
RL N P13
M =
v 7 4 \P6 P06, 814
P8  p11
P7
P2 P3 o,
P
P5
Unb G! de corbes de Bezier
de grau 3 P9 PO P6
P7
P8
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Corbes de Bezier i continwtat geornretrica

Corbes de Bezier i continwtat geonetrica

Inconvenients de les corbes de Bezier:

* Un canvi local(moure un punt de control) & unefecte global
(afecta tota la corba).

* Quan unim dues corbes de Bezier hem d'imposar restriccians s
volem que ho facin amb un cert grau de continuwtat.

* Si augmentem el nombre de punts de control d'una corba de &:zi
tamke augmenta el grau i la complexitat de la corba.

Soluco: corbes B-spline
* Un canvi locale un efecte local.

* Les corbes B-spline on corbes de nides a trossos que swemeamb
amb uncert grau de continutat.

* Si augmentem el nombre de punts de control, podem mantenielx
grau de la corba augmentant el nombre de trams.
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Corbes B-spline

Corbes B-spline

Sn corbes compostegje nides a trossos.
Fixat elgrau de la corba i el nombre de tramsan, la corba es de neix
com a combinaco af den + m punts de control:

Q) := NJ()Po+ NP()Py+  + N7, o 1 (OPnem 15 t2 [to;tm]

on N"(t) 9n elssplines

Nusos: Sn els espais de temps,
to; ;tm, en guwe subdividim la
de nico de la corba.

Tram : Es el tros de la corba
B-spline que es de neix entre dos
nusos consecutius.

Pn+m-1=P3+5-1
R

i —t —
to t1ta t3 t4t5
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Corbes B-spline

Corbes B-spline

La uno de corbes de Bezier pot no ser suau. En canvi,

les corbes B-spline n corbes a trossos que empalmen amtincsat
G" 1, onnes el grau de la corba.

P3
PS5 Rl P7
Rl P13
M o /\
Pd P 4 \p6 //A\£%97ﬁ12>14 PO ‘:77,

P3

P8 P11

P7
P2

P2
<

P9, PO P6 P5. PO P3

P8 P4

A l'esquerra uno \suau“de corbes de Bezier, a la dreta cerlB-spline
amb el mateix resultat. Les de dalt ©n de grau 2 i les de sotagdau 3.
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Corbes B-spline

Corbes B-spline

@ Una corba de Bezieres una corba B-spline amb un sol tram.

@ Les B-spline passen pel primer iultim punts de control. cAix
s'aconsegueix de nint ungusos auxiliargiue coincideixen amb els
nusos,ti = Ui+ n, peo el primer s'ha repetitn + 1 cops,

Ug = = U, aralogament lUltim Uy .+, = = Um+2n
n=3
m=5
tp t1 t2 t3 tg t5

P7 ys-Sug U4 U5 Ug U7 Upe=ugg
R ) [
(Alguns programes donen l'opco de no passar pels extrems)
@ Repetintn nusost; interns( so;m), tj = tji+q = = ti+n 1,

aconseguirem que la corba passi fgr, 1 (mgs. 49 i 50)
@ Si els extrems n el mateix punt, obtenim una corba tancada
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Corbes B-spline

ElssplinesN;" (t) es construeixen com a funcions de nides a trossos. En
cada tram, es de neixen com un polinomi de grayo ke valen zero en
tot el tram.

A/
N} /\,
[

NP
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Corbes B-spline

Splines
@ A partir dels m +1 nusos originalsf tg; ;tm g, €s construeixen el2n + m +1 nusos
auxiliarsfu 1; ;U2n+m 10 Segons la regla
u 1= Un 1= to; U1 = 113 jUn+em 2= tm 1;Un+m 1= =

Uzn+m 1= tm

@ Es construeixen els splines de grau 0

0 . 1; si t2[uj 1;u) .
N (t) = 0 altrament per n i n+m 2
0 = 1; si t2[ui 1;ui]
Nowm 1(8):= 0 altrament
@ Recursivament, es construeixen els splains de grays2 f 1; ;ng:
perfi2n8 I yn+m o 1g;
% 0; si Ui+j 1= Ui 1 i Uj+j = Uj
Ujseij t . .
_ N gt s Uiy 1= U1 0 Ui 6
NJ(t) == i1 uj . S ) . I
i E NI T T Sl Uj+j 16 Ui 1 i Ui+j = Uj
i1 joo1 Ui+ ot
N/ Tt Nia Ty altrament
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Corbes B-spline

Propietats de les corbes B-spline

@ Pas pels extremsC(tg)= Po; Ctm)= Pn+m 1

@ Invarancia af: Per transformar amb una a nitat una corba B-spline,
n'hi ha prou amb aplicar I'a nitat als punts de control

@ Tangencia: La corbaes tangent, en els seus extrems inicial i nal, al
primer i al darrer segment del polgon de control respeativent

@ Control local: El canvi d'un punt de control afecta, com a molt,
n+1 trams de la corba. Si es modi cR¢ nones canvien, com a

molt, el tram posterior i el$1 trams anteriors aC(ty).
P1 P4 P5

PZ/ P3

————y
to t1 t2 3 t4 5 PO P2 P6

En la gura, la corbaes de gran = 2. Moure P, afecta, com a molt,

n+1=3 trams: el tros[to;t3].
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Corbes B-spline

Si els trams de le8-splines'uneixen amb continutatG" *, onnes el
grau de la corbacom podem aconseguir que la corba tingui
discontinuwtats, passi per punts de control o tingui fragmts rectilinis...?

@ Amb larepetico de nusos interns:
@ Sin nusos interns $n iguals: hi han 1 trams que collapsen i la
corba passa per un punt de control intern amb continutaG°.
@ Sin+1 nusos interns on iguals: hi hax trams que collapsen i la
corba es trenca fent un salt des d'un punt de control intern al
segsent.

@ Amb larepetico de punts de control:

@ Sin punts de control consecutius on iguals: dos trams n ifdents
en un punt de control intern i ©n rectilinis.

@ Sin+1 punts de control consecutius ©n iguals: un tram cdhpsa en
un punt de control intern i els trams anterior i posterior @ rectilinis.
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Corbes B-spline

@ Repetico de nusos interngts; itm 1)
* Sin nusos interns consecutius tenen el mateix valor
|tk = ter = = tkan 1 | la corbapassa pel puntP., 1 i nones

hi & continutat G°

* Sin+1 nusos interns consecutius tenen el mateix valor
‘tk = tks1 = = tken ‘ no & continutat G°a C(ty), on salta de
Pk+n 1 @Pksn

R

No G\

1

—_— — m=6 —_— 1 — Mm=6

tk=tk£_1=tk+2 Grau de la corba n=2 tk=ltk+1
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Corbes B-spline

@ Repetico de punts de control:
* Sin punts de control consecutius on iguaIFPk = = Pk+n 1 ‘

dos trams de la corba incideixen en el puli i ©n rectilinis: estan,
respectivament, dins els segments que van Bg 1 a Py i de Py
a Pk+ n

* Sin+1 punts de control consecutius $n iguaIFPk = = Px+n
tot un tram de la corba collapsa al puntPy i els trams anterior i
posterior ©n rectilinis estan, respectivament, dins els segments que
van dePk 1 a Py i de Px aPy+n+1

k-1

m=6

Punt mdiltiple Punt doble -
>Trams rectilinis

I:3<+1 :E()+2 = FI)< >Trams rectilinis I:I<+l \épk

Pen =P,
n=
1 tram colslapsat k+2

Grau de la corba n=2
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Corbes de Bezier-corbes B-spline

Comparacod de les corbes de Bezier amb les corbes B-spline

Bezier spline
Nombre de trams| 1 m
Nusos cap m+1
Paametre t 2 [0; 1] t 2 [to;tm]
Grau n n
Punts de control | n+1: Py; i Pn n+ m:Pg; iPnem 1
Polinomis Bernstgin: B[ (t) Spline N (t)
Corba B(t)=" [, BMOP | Q)= " "NM(O)P;
Algoritme de Casteljau Boor

EPSEVG & MA IV; Mere Claverol i Antoni Ras

Matematiques del Disseny

52=52



	Disseny de corbes
	Corbes de Bézier
	Polinomis de Bernstein
	Corbes de Bézier. Definició i propietats
	Algoritme de de Casteljau
	Operacions amb corbes de Bézier

	Corbes de Bézier i continuïtat geomètrica

