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Disseny de corbes

Lescorbesapareixen en:
gr�a�ques de funcions, contorns d'objectes, interseccionsde superf��cies,
llocs geom�etrics,...

I admeten diferents representacions com ara:

Impl��cita : equaci�o/ns que satisfan les coordenades dels punts de la
corba

Param�etrica: en funci�o d'un par�ametre
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Disseny de corbes

(1) Interpolaci�o lineal:
1.1 En un segment: es parametritza el segmentP0P1 a partir de les

coord. baric�entriques dels seus punts en la refer�encia af�� f P0 ; P1g:


 (t ) = (1 � t)P0 + tP1 ; t 2 [0; 1]

P0

P1

P

1-t

t*

*

P= P0 +
1
3

���!
P0P1

P= 1
3 coord. af�� en la ref. af�� f P0 ;

���!
P0P1g

P= P0 +
1
3

(P1 � P0) = = (1 �
1
3

) P0 +
1
3

P1

P= ( 2
3 ; 1

3 ) coord. baric�entriques en la ref. af�� f P0 ; P1g

Observa que
 (t) es pot interpretar com:
1 Una funci�o 
 : [0; 1] ! Rn

t 7�! (1 � t )P0 + tP1

2 Una combinaci�o af�� : 
 (t ) �es el punt de coord. baric�entriques (1 � t; t )
en la ref. af�� f P0 ; P1g (veure corbes de B�ezier, p�ags. 12 i 18).
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Disseny de corbes
1.2 En un fragment de corba: s'aproxima la corba per la col�lecci�o de

segments que uneixen punts consecutius triats sobre la corba.
Problema: cal con�eixer els punts!

(2) Corbes parametritzades
Es dibuixen com a traject�ories d'una funci�o. La representaci�o se'n
diu graf i t �es el par�ametre.


 : [a; b] ! Rn

t 7�! 
 (t)

Circumfer�encia
(centre:(0; 0), radi: 1)


 : [0; 2� ] ! R2

t 7�! (cost; sin t)

H�elix circular:

 : [0; 2� ] ! R3

t 7�! (a cost; a sint; bt)
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Disseny de corbes

Observaci�o: encara que la corba estigui de�nida a l'interval[0; 1] (veure
corbes de B�ezier, p�ag. 18), es poden utilitzar altres intervals fent:


 : [a; b] ! [0; 1] ! Rn

t 7�! t � a
b� a 7�! 
 ( t � a

b� a )

2.1 Parametritzacions polin�omiques

 : I � R ! Rn

t 7�! (p1(t); � � � ; pn (t)) ; pi (t) s�on polinomis ent.

Ex. Les corbes de B�ezier, com per exemple (veure p�ags. 18 i 19):

 : [0; 1] ! R2

t 7�! (2t � 1 ; 2t2 � 2t + 1)
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2.2 Parametritzacions racionals

 : I � R ! Rn

t 7�!
�

p1 ( t )
q1 ( t ) ; � � � ; pn ( t )

qn ( t )

�
; pi (t); qi (t) polinomis ent;

8i; 8t 2 I; q i (t) 6= 0 .

Permeten dibuixar m�es corbes que les polin�omiques, per ex.
qualsevol c�onica (encara que tamb�e tenen problemes):

Ex. Circumfer�encia de centre(0; 0) i radi r :


 (t) =
�

r 1� t 2

1+ t 2 ; r 2t
1+ t 2

�
; t 2 R (t ! �1 )
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3. Corbes spline
S�on corbes compostes, �es a dir, el resultat d'empalmar dueso m�es
corbes. Donen molta 
exibilitat de disseny, per�o cal vigilar amb com
es connecten (problema de la continu•�tat geom�etrica).

Ex.


 (t) =
�

(( t + 1) 2 � 1; t) � 2 � t < 0
(1 � (t � 1)2; t3) 0 � t � 2
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Exemples de corbes

Recta
En R2, que passa pel puntP = ( a; b) i t�e direcci�o v = ( v1; v2)
� (t) = ( a + t v1; b+ t v2); t 2 R
En R3, que passa pel puntP = ( a; b; c) i t�e direcci�o v = ( v1; v2; v3)
� (t) = ( a + t v1; b+ t v2; c + t v3); t 2 R

Par�abola
Amb v�ertex (0,0) i directriu y = � 1=4a
� (t) = ( t; at 2); t 2 R

Circumfer�encia
De centre(c1; c2) i radi r
� (t) = ( c1 + r cost; c2 + r sint); t 2 [0; 2� ]

El�lipse
De centre(c1; c2) i semieixosa i b
� (t) = ( c1 + a cost; c2 + bsint); t 2 [0; 2� ]
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Cicloide� (t) =
�
R(t � sin t); R(1 � cost)

�
; t � 0

Corba que descriu un puntP �x
d'una circumfer�encia de radiR
que roda sobre una recta.

2   RpP

y

x

Epicicloide

� (t) =
�

(R + r ) cost � r cos(R+ r ) t
r ; (R + r ) sin t � r sin (R+ r ) t

r

�
;

t � 0

Corba que descriu un puntP �x
d'una circumfer�encia de radir
que roda sobre una circumfer�encia
de radiR.

R

P
r
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Exemples de corbes

Espiral logar��tmica

� (t) = ( aemt cost; aemt sin t) t 2 R
(a > 0; m 2 R �xats )

Clotoide de Cornu

� (t) =
� Z t

0
cos(

�
2

u2) du;
Z t

0
sin(

�
2

u2) du
�

S'utilitza per unir rectes amb
circumfer�encies

H�elix circular

� (t) = ( a cost; a sint; bt) t > 0
(a > 0; b 2 R �xats )
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Corbes de B�ezier

Lest�ecniques de B�ezier s�on un m�etode de dibuixar corbes per
aproximaci�o: es tria un conjunt de punts de control que governar�a
la forma de la corba, encara que la corba nom�es passar�a pel p rimer
i l'�ultim dels punts .

Inicis: 1960 B�ezier (Renault), Casteljau (Citro•en)

Idea feli�c: expressar les corbes de B�ezier com acombinaci�o af�� dels
punts de control , �es a dir, combinaci�o de punts on la suma de
coe�cients �es 1. Es podr�a fer ambels polinomis de Bernstein.

A m�es, quan vulguem aplicar una a�nitat a la corba, nom�es caldr�a
trobar les imatges dels punts de control!
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Polinomis de Bernstein
Espai Vectorial dels polinomis

El conjunt de tots els polinomis de grau� n �es un espai vectorial de
dimensi�o n + 1 . Una base �esf 1; t; � � � ; tn g.

Polinomi de graun, amb coe�cients reals i variablet:
a01 + a1t + � � � + an tn ; ai 2 R

Els coe�cientsai no tenen un signi�cat geom�etric global.
Petits canvis en elsai fan que el polinomi canvi•� molt per a valors
grans det.

t 3 -1

t 3 -10.95 t 3 -1

t 3 -10.95

-1 10

0

-1

-2
4 6

60

200

140

5
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Polinomis de Bernstein

Una base alternativa:polinomis de Bernsteinf B n
0 ; � � � ; B n

n g.

Com es de�neixen?

Vegem un exemple:
Ex. n = 1  Base1:f 1; tg

Base2 (Bernstein):f B 1
0 = 1 � t; B 1

1 = tg

Polinomi expressat en les dues bases:
21 + 3 t = 2 (1 � t) + 5 t

Observa queB 1
0 , B 1

1 : 1) s�on coord. baric�entriques(1 � t) + t = 1
2) s�on del mateix grau((1 � t); t grau n = 1 )
3) s�on els termes de la pot�encia((1 � t) + t)n

desenvolupant pel binomi de Newton ambn = 1
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Polinomis de Bernstein
Polinomis de Bernstein

Donat n 2 N, el i -�esim polinomi de Bernstein de graun (0 � i � n) �es

B n
i (t) =

n!
i !(n � i )!

(1 � t)n � i t i

S�on els termes que apareixen en desenvolupar pel binomi de Newton la
pot�encia ((1 � t) + t)n = B n

0 (t) + � � � + B n
n (t)

� n = 1  1 = ((1 � t ) + t )1 = (1 � t ) + t

� n = 2  1 = ((1 � t ) + t )2 = (1 � t )2 + 2(1 � t ) t + t 2

� n = 3  1 = ((1 � t ) + t )3 = (1 � t )3 + 3(1 � t )2 t + 3(1 � t ) t 2 + t 3

Bases formades perpols. de Bernsteinper als conj. de pols. de grau� n:
n = 1 : f B 1

0 = 1 � t; B 1
1 = tg

n = 2 : f B 2
0 = (1 � t)2; B 2

1 = 2(1 � t)t; B 2
2 = t2g

n = 3 : f B 3
0 = (1 � t)3; B 3

1 = 3(1 � t)2t; B 3
2 = 3(1 � t)t2; B 3

3 = t3g
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Polinomis de Bernstein

B(1,1) B(0,1)

B(0,2) B(2,2)

B(1,2)

B(0,3) B(3,3)

B(1,3) B(2,3)

1

10

1

0

1

01 1

B 1
0 = 1 � t B 2

0 = (1 � t)2 B 3
0 = (1 � t)3

B 1
1 = t B 2

1 = 2(1 � t)t B 3
1 = 3(1 � t)2t

B 2
2 = t2 B 3

2 = 3(1 � t)t2

B 3
3 = t3

Observa que es poden obtenir de forma recursiva:

B n
i (t) = (1 � t)B n � 1

i (t) + tB n � 1
i � 1 (t) 8n > 1; 8t; 1 � i � n � 1

(Els de graun > 3 no ens faran falta)
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Polinomis de Bernstein

Propietats dels polinomis de Bernstein:

S�on coord. baric�entriques:B n
0 (t) + B n

1 (t) + � � � + B n
n (t) = 1 ; 8n; t

(generalitzen la interpolaci�o lineal)

Simetria: B n
i (t) = B n

n � i (1 � t) (�util per invertir el sentit de la
corba)

Positivitat: B n
i (t) � 08n; 8t 2 [0; 1]

M�axim: B n
i (t) t�e un m�axim absolut, dins l'interval [0; 1], a t = i=n.

Recursi�o: B n
i (t) = (1 � t)B n � 1

i (t) + tB n � 1
i � 1 (t) 8n > 1; 8t (�util per al

c�alcul recursiu a partir d'expressions de grau m�es petit: �es la base de
l'algoritme de de Casteljau).
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Corbes de B�ezier

Corba de B�ezier

Donatsn + 1 punts P0; � � � ; Pn 2 Rk (k = 2 ; 3), la corba de B�ezier que
de�neixen �es la corba parametritzada

B(t) := B n
0 (t)P0 + B n

1 (t)P1 + � � � + B n
n (t)Pn ; t 2 [0; 1]

on B n
i (t) s�on els Polinomis de Bernstein

P0; � � � ; Pn s�on els punts de controli, unint-los d'un en un per segments,
s'obt�e el pol��gon de control; n �es el grau de la corba.

Corbes de B�ezier de grau 3 amb els seus pol��gons de control.
B(t):= B 3

0 (t)P0 + B 3
1 (t)P1 + B 3

2 (t)P2 + B 3
3 (t)P3; t 2 [0; 1]
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Corbes de B�ezier

Troba la corba de B�ezier amb punts de control
P0 = ( � 1; 1); P1 = (0 ; 0); P2 = (1 ; 1)

Utilitzem els polinomis de Bernstein per an = 2 (B 2
0 (t); B 2

1 (t); B 2
2 (t) )

B(t) := (1 � t)2P0 + 2(1 � t)tP1 + t2P2 =

= (1 � t)2(� 1; 1) + 2(1 � t)t(0; 0) + t2(1; 1) =

= (2t � 1; 2t2 � 2t + 1) t 2 [0; 1]

P1

P2P0

Corba de B�ezier amb el seu pol��gon de control.
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Corbes de B�ezier

Observa queles corbes de B�eziers�on combinacions a�ns dels punts de
control . Aix�o fa que la corba es mantingui dintre de l'envolupant
convexa d'aquests punts.

P0

P1

P2

P3

P0

P1

P2

P1

P0

Propietats:

Invari�ancia af��: Per transformar amb una a�nitatf una corba de
B�ezier, n'hi ha prou amb aplicar l'a�nitat als punts de control

si B(t)=
P n

i =0 B n
i (t)Pi , aleshoresf (B(t)) =

P n
i =0 B n

i (t)f (Pi )

Pas pels extrems:B(0)= P0, B(1)= Pn
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Corbes de B�ezier

Observa queles corbes de B�eziers�on combinacions a�ns dels punts de
control . Aix�o fa que la corba es mantingui dintre de l'envolupant
convexa d'aquests punts.

P0

P1

P2

P3

P0

P1

P2

P1

P0

Propietats:

Invari�ancia af��: Per transformar amb una a�nitatf una corba de
B�ezier, n'hi ha prou amb aplicar l'a�nitat als punts de control

si B(t)=
P n

i =0 B n
i (t)Pi , aleshoresf (B(t)) =

P n
i =0 B n

i (t)f (Pi )

Pas pels extrems:B(0)= P0, B(1)= Pn
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Corbes de B�ezier
Tang�encia: La corba �es tangent, en els seus extrems inicial i �nal, al
primer i al darrer segment del pol��gon de control, respectivament.

* Corba de grau 2:B(t) = (1 � t)2P0 + 2(1 � t)tP1 + t2P2

B(0)= P0 B(1)= P2

B0(0)= 2( P1 � P0)

B0(1)= 2( P2 � P1)
P0

P1

P2
* Corba de grau 3:

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3

B(0)= P0 B(1)= P3

B0(0)= 3( P1 � P0)

B0(1)= 3( P3 � P2)

P0

P1 P2

P3
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Corbes de B�ezier

�Es important l'ordre en qu�e es donen els punts de control.

f P0; P2; P1; P3g

P0

P1 P2

P3

Si es vol canviar el sentit de la corba, n'hi ha prou amb invertir l'ordre:

B(t) :=
P n

i =0 B n
i (t)Pi

B(1 � t) :=
P n

i =0 B n
i (1 � t)Pi

p�ag :16
=

P n
i =0 B n

n � i (t)Pi =
P n

i =0 B n
i (t)Pn � i

f P0; P1; P2; P3g

P0

P1 P2

P3 P0

P1 P2

P3

f P3; P2; P1; P0g
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Algoritme de de Casteljau

Per�o, a partir del punts de control, com es genera la corba?

Algoritme de de Casteljau

�Es un procediment recursiu per calcular, partint del punts de control, el
punt de la corba corresponent a un valort 2 [0; 1] del par�ametre.
En cada pas de l'algoritme, es fa unainterpolaci�o linealper a cada parell
de punts consecutius obtingut al pas precedent.

Pas 0: P[i; 0] := Pi ; 0 � i � n

...
...

Pas r : P[i; r ] := (1 � t)P[i; r � 1] + tP[i + 1 ; r � 1];
0 � i � n � r; 1 � r � n � 1

...
...

Pas n : P[0; n] := (1 � t)P[0; n � 1] + tP[1; n � 1] = B(t)
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Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
Construcci�o d'una corba de grau 2: pol��gon de control: f P0; P1; P2g.
P[0; 0] := P0; P [1; 0] := P1; P [2; 0] := P2.

P[0,0]

P[1,0]

P[2,0]
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Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
Construcci�o d'una corba de grau 2: pol��gon de control: f P0; P1; P2g.
P[0; 0] := P0; P [1; 0] := P1; P [2; 0] := P2.
Fem interpolaci�o lineal en els segments que formen:

P[0,0]

P[1,0]

P[2,0]

P[1,1]

P[0,1]

P[0; 1]= (1 � t) P[0; 0]+ t P[1; 0]

P[1; 1]= (1 � t) P[1; 0]+ t P[2; 0]
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
Construcci�o d'una corba de grau 2: pol��gon de control: f P0; P1; P2g.
P[0; 0] := P0; P [1; 0] := P1; P [2; 0] := P2.
Fem interpolaci�o lineal en els segments que formen:

P[0,0]

P[1,0]

P[2,0]

P[1,1]

P[0,1] P[0,2]

P[0; 1]= (1 � t) P[0; 0]+ t P[1; 0]

P[1; 1]= (1 � t) P[1; 0]+ t P[2; 0]

Tornem a fer interpolaci�o lineal:

P[0; 2] = (1 � t) P[0; 1] + t P[1; 1] =

= (1 � t) ((1 � t)P[0; 0] + tP[1; 0]) + t((1 � t)P[1; 0] + tP[2; 0])
= (1 � t)2P[0; 0] + 2(1 � t)tP [1; 0] + t2P[2; 0]

EPSEVG & MA IV; Merc�e Claverol i Antoni Ras Matem�atiques del Disseny 27= 52



Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau

Construcci�o d'una corba de grau 2: pol��gon de controlf P0; P1; P2g.
P[0; 0] := P0; P [1; 0] := P1; P [2; 0] := P2.
Fem interpolaci�o lineal en els segments que formen:

P[0,0]

P[1,0]

P[2,0]

P[1,1]

P[0,1] P[0,2]

B(t)

P[0; 1]= (1 � t) P[0; 0]+ t P[1; 0]

P[1; 1]= (1 � t) P[1; 0]+ t P[2; 0]

Tornem a fer interpolaci�o lineal:

P[0; 2] = (1 � t) P[0; 1] + t P[1; 1] =

= (1 � t) ((1 � t)P[0; 0] + tP[1; 0]) + t((1 � t)P[1; 0] + tP[2; 0])

= (1 � t)2P[0; 0] + 2(1 � t)tP [1; 0] + t2P[2; 0] = B(t)

Hem obtingut l'expressi�o de la corba de B�ezier com a combinaci�o af�� dels
3 punts de control, on els coe�cients s�on pols. de Bernsteinde grau 2.

Si �xem per al par�ametret un valor t � 2 [0; 1], obtenim un punt de la
corba: P[0; 2]= B(t � ).
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
.

Construcci�o d'una corba de grau 3:
pol. de controlf P0; P1; P2; P3g

.

P[0,0]

P[1,0]
P[2,0]

P[3,0]

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3 P[i; 0] := Pi

bla Pas 0
P[0; 0]
bla
P[1; 0]
bla
P[2; 0]
bla
P[3; 0]

bla
bla
&
�!
&
�!
&
�!

Pas 1
bla
bla
P[0; 1]
bla
P[1; 1]
bla
P[2; 1]

bla
bla
bla
bla
&
�!
&
�!

Pas 2
bla
bla
bla
bla
P[0; 2]
bla
P[1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

Pas 3
bla
& producte per (1 � t )

�! producte per t

bla
bla
bla
P[0; 3] = B(t � )
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
.

Construcci�o d'una corba de grau 3:
pol. de controlf P0; P1; P2; P3g

.

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3 P[i; 0] := Pi

bla Pas 0
P[0; 0]
bla
P[1; 0]
bla
P[2; 0]
bla
P[3; 0]

bla
bla
&
�!
&
�!
&
�!

Pas 1
bla
bla
P[0; 1]

P[1; 1]
bla
P[2; 1]

bla
bla
bla
bla
&
�!
&
�!

Pas 2
bla
bla
bla
bla
P[0; 2]
bla
P[1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

Pas 3
bla
& producte per (1 � t )

�! producte per t

bla
bla
bla
P[0; 3] = B(t � )
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
.

Construcci�o d'una corba de grau 3:
pol. de controlf P0; P1; P2; P3g

.

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]
P[0,2]

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

P[1,2]

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3 P[i; 0] := Pi

bla Pas 0
P[0; 0]
bla
P[1; 0]
bla
P[2; 0]
bla
P[3; 0]

bla
bla
&
�!
&
�!
&
�!

Pas 1
bla
bla
P[0; 1]

P[1; 1]
bla
P[2; 1]

bla
bla
bla
bla
&
�!
&
�!

Pas 2
bla
bla
bla
bla
P[0; 2]

P[1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

Pas 3
bla
& producte per (1 � t )

�! producte per t

bla
bla
bla
P[0; 3] = B(t)
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
.

Construcci�o d'una corba de grau 3:
pol. de controlf P0; P1; P2; P3g

.

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]
P[0,2]

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3 P[i; 0] := Pi

bla Pas 0
P[0; 0]
bla
P[1; 0]
bla
P[2; 0]
bla
P[3; 0]

bla
bla
&
�!
&
�!
&
�!

Pas 1
bla
bla
P[0; 1]
bla
P[1; 1]
bla
P[2; 1]

bla
bla
bla
bla
&
�!
&
�!

Pas 2
bla
bla
bla
bla
P[0; 2]
bla
P[1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

Pas 3
bla
& producte per (1 � t )

�! producte per t

bla
bla
bla
P[0; 3]
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Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau
.

Construcci�o d'una corba de grau 3:
pol. de controlf P0; P1; P2; P3g

.

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]
P[0,2] B(t)

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]

B(t)= (1 � t)3P0 + 3(1 � t)2tP1 + 3(1 � t)t2P2 + t3P3 P[i; 0] := Pi

bla Pas 0
P[0; 0]
bla
P[1; 0]
bla
P[2; 0]
bla
P[3; 0]

bla
bla
&
�!
&
�!
&
�!

Pas 1
bla
bla
P[0; 1]
bla
P[1; 1]
bla
P[2; 1]

bla
bla
bla
bla
&
�!
&
�!

Pas 2
bla
bla
bla
bla
P[0; 2]
bla
P[1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

Pas 3
bla
& producte per (1 � t )

�! producte per t

bla
bla
bla
P[0; 3] = B(t)
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Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Polinomis de Bernstein
Corbes de B�ezier. De�nici�o i propietats
Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Algoritme de de Casteljau

Exemple. Troba la corba de B�ezier amb punts de control
P0 = ( � 1; 1); P1 = (0 ; 0); P2 = (1 ; 1) (ex. p�ag. 19)

Utilitzem l'algoritme de de Casteljau:
& producte per (1 � t )

�! producte per t

P0 = ( � 1; 1)
&

P1 = (0 ; 0) ! (� 1 + t; 1 � t)
& &

P2 = (1 ; 1) ! (t; t ) ! B(t) = (2 t � 1; 2t2 � 2t + 1)
t 2 [0; 1]

Observa quesi �xem d'entrada el valor det, t = t � , i apliquem
l'algoritme de de Casteljau (multiplicant per1 � t � o t � ), el que tenim �es
un punt de la corba de B�ezier, el puntB(t � ).
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Polinomis de Bernstein
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Algoritme de de Casteljau
Operacions amb corbes de B�ezier

Operacions amb corbes de B�ezier

Operacions amb corbes de B�ezier de grau n:

1 Canvi d'un punt de control: Si es canvia un dels punts de control, el
canvi afecta tota la corba; per�o la modi�caci�o �es m�es acusada en el
tram m�es proper al punt que es canvia.

2 C�alcul de derivades, en termes dels polinomis de Bernsteino dels
punts de l'algoritme de de Casteljau. Serveix per obtenir els vectors
velocitat i acceleraci�o:
B0(t) = n

P n � 1
i =0 (Pi +1 � Pi )Bn � 1

i (t) = n(P[1; n � 1] � P [0; n � 1])

B00(t) = n(n � 1)
P n � 2

i =0 (Pi +2 � 2Pi +1 + Pi )B
n � 2
i (t) =

= n(n � 1)(P[2; n � 2] � 2P[1; n � 2] + P[0; n � 2])
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Polinomis de Bernstein
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Operacions amb corbes de B�ezier
3 Subdivisi�o: Serveix per a dividir una corba en dues d'empalmades. Si

volem enlla�car-les pel puntB(t � ); t � 2 (0; 1), cal aplicar l'algoritme
de de Casteljau per al valort � i calcular els puntsP[i; r ].

bla P [0; 0]

bla
P [1; 0]
bla
P [2; 0]
bla
P [3; 0]

bla
&
�!
&
�!
&
�!

bla
bla
P [0; 1]

bla
P [1; 1]
bla
P [2; 1]

bla
bla
bla
&
�!
&
�!

bla
bla
bla
bla
P [0; 2]

bla
P [1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

punts control fragment1: diagonal

P [0; 0] , P [0; 1] , P [0; 2] , P [0; 3]

bla
bla
bla
P [0; 3] = B( t � )

P[2,1]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]=B(t  )

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]
P[0,2] B(t)

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]=B(t  )

P[0,0]

P[0,1]
P[0,2]

P[0,3]=B(t  )* *

*
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Operacions amb corbes de B�ezier
3 Subdivisi�o: Serveix per a dividir una corba en dues d'empalmades. Si

volem enlla�car-les pel puntB(t � ); t � 2 (0; 1), cal aplicar l'algoritme
de de Casteljau per al valort � i calcular els puntsP[i; r ].

bla P [0; 0]
bla
P [1; 0]
bla
P [2; 0]
bla
P [3; 0]

bla
&
�!
&
�!
&
�!

bla
bla
P [0; 1]
bla
P [1; 1]
bla
P [2; 1]

bla
bla
bla
&
�!
&
�!

bla
bla
bla
bla
P [0; 2]
bla
P [1; 2]

bla
bla
bla
bla
bla
&
�!

punts control fragment1: diagonal
P [0; 0],P [0; 1],P [0; 2], P [0; 3]
punts control fragment2: darrera �la

P [0; 3] , P [1; 2] , P [2; 1] , P [3; 0]

bla
P [0; 3] = B( t � )

P[2,1]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]=B(t  )

P[0,0]

P[1,0]P[1,1]

P[0,1]
P[0,2] B(t)

P[2,1]

P[2,0]

P[3,0]

P[1,2]

P[0,3]=B(t  )

P[0,0]

P[0,1]
P[0,2]

P[0,3]=B(t  )*

*

*
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Operacions amb corbes de B�ezier

4 Elevaci�o de grau: Serveix per rede�nir una corba de graun com a
corba de graun + 1 . Aquesta t�e pol��gon de control
f Q0; � � � ; Qn +1 g, amb
Q0 := P0;

Qi := i
n +1 Pi � 1 + (1 � i

n +1 )Pi (1 � i � n);

Qn +1 := Pn

P0

P1

Q0=

B(t)

P2

P3Q4=

Q1

Q2

Q3
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Operacions amb corbes de B�ezier
Exemple. Divideix la corba de B�ezierB(t), amb punts de control
P0 = ( � 1; 1); P1 = (0 ; 0); P2 = (1 ; 1), en el puntB(1=3). Indica els
punts de control de cadascuna de les parts.

Alg. de de Casteljau ambt = 1 =3

& producte per 1 � t = 2 =3

�! producte per t = 1 =3

P1

P2P0

1-1

1

-1/3

5/9

P0 = ( � 1; 1)
&

P1 = (0 ; 0) ! (� 2=3; 2=3)
& &

P2 = (1 ; 1) ! (1=3; 1=3) ! B(1=3) = ( � 1=3; 5=9)

Punts de control de la primera part (diagonal, de dalt a baix):
P0 = ( � 1; 1); (� 2=3; 2=3); (� 1=3; 5=9) = B(1=3)
Punts de control de la segona part (�ultima �la, de dreta a esquerra):
B(1=3) = ( � 1=3; 5=9); (1=3; 1=3); (1; 1) = P2
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Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Continu•�tat geom�etrica en la uni�o de corbes de B�ezier

1 Continu•�tat G0: Cal que el primer punt de control de la segona
corba coincideixi amb el darrer punt de control de la primeracorba.

2 Continu•�tat G1: Cal que hi hagi continu•�tatG0 i, a m�es, el primer i
segon punts de control de la segona corba han d'estar alineatsamb
el pen�ultim punt de control de la primera corba.

3 Continu•�tat G2: Quan hi ha continu•�tatG1 i, a m�es, coincideixen els
cercles osculadors (els veurem m�es endavant) a cada corba en el
punt d'uni�o.

No G0

G0 però no G1

G1

La corba de l'esquerra �es launi�o de 4 corbes de B�ezier de grau 3 . El programa (�gura feta amb

Corel-draw) permet moure els punts de control per moldejar la corba �nal.
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Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica

Uni�o G1 de corbes de B�ezier de grau 2

P0
P2

P1

P4

P5

P7

P6

P8P3

P9
P10

P11

P12

P13

P14

Uni�o G1 de corbes de B�ezier
de grau 3 P0

P2

P1
P4

P5

P7

P6

P8

P9

P3
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Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica

Inconvenients de les corbes de B�ezier:

* Un canvi local(moure un punt de control) t�e unefecte global
(afecta tota la corba).

* Quan unim dues corbes de B�ezier hem d'imposar restriccions si
volem que ho facin amb un cert grau de continu•�tat.

* Si augmentem el nombre de punts de control d'una corba de B�ezier,
tamb�e augmenta el grau i la complexitat de la corba.

Soluci�o: corbes B-spline

* Un canvi localt�e un efecte local.

* Les corbes B-spline s�on corbes de�nides a trossos que s'uneixen amb
amb uncert grau de continu•�tat.

* Si augmentem el nombre de punts de control, podem mantenir �xel
grau de la corba augmentant el nombre de trams.
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Corbes B-spline

Corbes B-spline
Corbes B-spline

S�on corbes compostes,de�nides a trossos.
Fixat el grau de la corban i el nombre de tramsm, la corba es de�neix
com a combinaci�o af�� den + m punts de control:

C(t) := N n
0 (t)P0 + N n

1 (t)P1 + � � � + N n
n + m � 1(t)Pn + m � 1; t 2 [t0; tm ]

on N n
i (t) s�on els splines

Nusos: S�on els espais de temps,
t0; � � � ; tm , en qu�e subdividim la
de�nici�o de la corba.
Tram : �Es el tros de la corba
B-spline que es de�neix entre dos
nusos consecutius.

tt t t t t0 1 2 3 4 5

P0
Pn+m-1 =P3+5-1
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Corbes B-spline
La uni�o de corbes de B�ezier pot no ser suau. En canvi,

les corbes B-spline s�on corbes a trossos que empalmen amb continu•�tat
Gn � 1, on n �es el grau de la corba.

P0 P2

P1

P4

P5 P7

P6
P8

P3

P0
P2

P1

P4

P5

P7

P6

P8P3

P9
P10

P11

P12

P13

P14

P0

P1

P2

P5 P3

P4

P0

P2

P1

P4

P5

P7

P6

P8

P9

P3

A l'esquerra uni�o \suau"de corbes de B�ezier, a la dreta corba B-spline
amb el mateix resultat. Les de dalt s�on de grau 2 i les de sota de grau 3.
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Corbes B-spline

Una corba de B�ezier �es una corba B-spline amb un sol tram.

Les B-spline passen pel primer i �ultim punts de control. Aix�o
s'aconsegueix de�nint unsnusos auxiliarsque coincideixen amb els
nusos,t i = ui + n , per�o el primer s'ha repetitn + 1 cops,
u0 = � � � = un , an�alogament l'�ultim um + n = � � � = um +2 n

tt t t t t0 1 2 3 4 5

P0

P7 uu =···=u 40 3 u5

m=5
n=3

u6 u7 u =···=u8 11

(Alguns programes donen l'opci�o de no passar pels extrems)

Repetintn nusost i interns (i 6= 0 ; m ), t i = t i +1 = � � � = t i + n � 1,
aconseguirem que la corba passi perPi + n � 1 (p�ags. 49 i 50)

Si els extrems s�on el mateix punt, obtenim una corba tancada.
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Corbes B-spline

Els splinesN n
i (t) es construeixen com a funcions de�nides a trossos. En

cada tram, es de�neixen com un polinomi de graun, o b�e valen zero en
tot el tram.

N i
0

N i
j

N i
n
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Corbes B-spline

Splines
A partir dels m + 1 nusos originalsf t 0 ; � � � ; t m g, es construeixen els2n + m + 1 nusos
auxiliars f u � 1 ; � � � ; u 2n + m � 1 g segons la regla
u � 1 = � � � un � 1 := t 0 ; u1 := t 1 ; � � � ; u n + m � 2 := t m � 1 ; un + m � 1 := � � � =
u2n + m � 1 := t m

Es construeixen els splines de grau 0

N 0
i ( t ) :=

�
1; si t 2 [u i � 1 ; u i )
0 altrament per n � i � n + m � 2

N 0
n + m � 1 ( t ) :=

�
1; si t 2 [u i � 1 ; u i ]
0 altrament

Recursivament, es construeixen els splains de grausj 2 f 1; � � � ; n g :
per f i 2 n � j; � � � ; n + m � 1g;

N j
i ( t ) :=

8
>>>>><

>>>>>:

0; si u i + j � 1 = u i � 1 i u i + j = u i

N j � 1
i +1

u i + j � t

u i + j � u i
; si u i + j � 1 = u i � 1 i u i + j 6= u i

N j � 1
i

t � u i � 1
u i + j � 1 � u i � 1

; si u i + j � 1 6= u i � 1 i u i + j = u i

N j � 1
i

t � u i � 1
u i + j � 1 � u i � 1

+ N j � 1
i +1

u i + j � t

u i + j � u i
altrament
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Corbes B-spline
Propietats de les corbes B-spline

Pas pels extrems:C(t0)= P0; C(tm )= Pn + m � 1

Invari�ancia af��: Per transformar amb una a�nitat una corba B-spline,
n'hi ha prou amb aplicar l'a�nitat als punts de control

Tang�encia: La corba �es tangent, en els seus extrems inicial i �nal, al
primer i al darrer segment del pol��gon de control respectivament

Control local: El canvi d'un punt de control afecta, com a molt,
n + 1 trams de la corba. Si es modi�caPk nom�es canvien, com a
molt, el tram posterior i elsn trams anteriors aC(tk ).

P0

P1

P2

P2

P4 P5

P6

P3

tt t t t t0 1 2 3 4 5

En la �gura, la corba �es de graun = 2 . Moure P2 afecta, com a molt,
n + 1 = 3 trams: el tros[t0; t3].
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Corbes B-spline

Si els trams de lesB-splines'uneixen amb continu•�tatGn � 1, on n �es el
grau de la corba,com podem aconseguir que la corba tingui
discontinu•�tats, passi per punts de control o tingui fragments rectilinis...?

Amb la repetici�o de nusos interns:
Si n nusos interns s�on iguals: hi han � 1 trams que col�lapsen i la
corba passa per un punt de control intern amb continu•�tatG0 .
Si n + 1 nusos interns s�on iguals: hi han trams que col�lapsen i la
corba es trenca fent un salt des d'un punt de control intern al
seg•uent.

Amb la repetici�o de punts de control:
Si n punts de control consecutius s�on iguals: dos trams s�on incidents
en un punt de control intern i s�on rectilinis.
Si n + 1 punts de control consecutius s�on iguals: un tram col�lapsa en
un punt de control intern i els trams anterior i posterior s�on rectilinis.

EPSEVG & MA IV; Merc�e Claverol i Antoni Ras Matem�atiques del Disseny 49= 52



Disseny de corbes
Corbes de B�ezier

Corbes de B�ezier i continu•�tat geom�etrica
Corbes B-spline

Corbes B-spline

Repetici�o de nusos interns(t1; � � � ; tm � 1) :
* Si n nusos interns consecutius tenen el mateix valor

tk = tk +1 = � � � = tk + n � 1 , la corbapassa pel puntPk + n � 1 i nom�es

hi t�e continu•�tat G0

* Si n + 1 nusos interns consecutius tenen el mateix valor
tk = tk +1 = � � � = tk + n , no t�e continu•�tat G0a C(tk ), on salta de

Pk + n � 1 a Pk + n

k+n-1P

Pk+n

k+n-1P

G G0 1
No No

t =t =tk k+1 k+2

P

t =tk k+1Grau de la corba n=2

m=6 m=6
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Corbes B-spline
Repetici�o de punts de control:

* Si n punts de control consecutius s�on igualsPk = � � � = Pk + n � 1 ,
dos trams de la corba incideixen en el puntPk i s�on rectilinis: estan,
respectivament, dins els segments que van dePk � 1 a Pk i de Pk

a Pk + n

* Si n + 1 punts de control consecutius s�on igualsPk = � � � = Pk + n ,
tot un tram de la corba col�lapsa al puntPk i els trams anterior i
posterior s�on rectilinis: estan, respectivament, dins els segments que
van dePk � 1 a Pk i de Pk a Pk + n +1

k+n+1

P

P

k

Pk-1

Pk

k+nP

Pk-1

Punt múltiple

1 tram col lapsat

Punt doble

Trams rectilinis
Trams rectilinis

m=6

m=6

k+3P      =

k+2=P

P    =P     =k+1 k+2 k+1P     =

Grau de la corba n=2
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Corbes de B�ezier-corbes B-spline

Comparaci�o de les corbes de B�ezier amb les corbes B-spline

B�ezier spline
Nombre de trams 1 m
Nusos cap m + 1
Par�ametre t 2 [0; 1] t 2 [t0; tm ]
Grau n n
Punts de control n + 1 : P0; � � � ; Pn n + m : P0; � � � ; Pn + m � 1

Polinomis Bernstein:B n
i (t) Spline: N n

i (t)
Corba B(t)=

P n
i =0 B n

i (t)Pi C(t)=
P n + m � 1

i =0 N n
i (t)Pi

Algoritme de Casteljau Boor
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